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  یدجد APNساختن توابع 

 2پورینیمحمدکاظم حس ید، س*1یانعلائ یمهد
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 (51/50/59، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
    از   و هر     شود، هرگاه برای هر ده می( نامی   یک عدد صحیح مثبت است تقریباً ناخطی تام )  خودش که  به     از  تابع 

(   )  معادله   ( ) یک عدد صحیح زوج   که     جدید روی     داشته باشد. در این مقاله یک تابع     حداکثر دو جواب در    

 کنیم.است را معرفی می

 

 های جانشینی جعبه ی تفاضل،ناخطی تام، یکنواخت تقریباً خم، تقریباً: یدیکلهای واژه

 مقدمه -1
را همواره یک عدد صحیح مثبت در نظر   در این مقاله 

 گیریم. می

    فرض کنیم 
    

طور توان بهرا می  در این صورت  . 

 صورت: یکتا به

 (          )  ∑  ( ) 
   ∏   

   
   , 

( )  اد که در آن نمایش د    
این نمایش را فرم نرمال   

دهیم  نشان می ( )  را با که آن  درجه جبری  گویند.  جبری 

 عبارت است از درجه فرم نرمال جبری آن، یعنی:

  ( )  ∑   (         )    
 

    
   ( )    . 

    تابع   
    

گویند هرگاه  3یا کوادراتیک 2، آفین1را خطی  

به ترتیب دارای درجه جبری یک، حداکثر یک و حداکثر دو باشد.     

  به عنوان فضای برداری با     توجه داشته باشید که میدان 
  

  ریخت است. لذا هر تابع از یک
عنوان توان بهبه خودش را می  

به     از   درنظر گرفت. هر تابع مانند     به      از تابعی 

از درجه 4ای صورت یک چندجملهخودش یک نمایش یکتا به

 مانند     روی     حداکثر 

(1  )                                  ( )  ∑   
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در          تعداد ضرایب ناصفر       برای هر  دارد.

∑    بسط دودویی    
    

را با نامیده و آن   وزن – را    

 –  بیشینهبرابر است با   دهیم. درجه جبری  نشان می ( )  

، یعنی     که طوریبه( )  ای چندجمله از   های توان وزن

  ( ) خطی   [. بنابراین، اگر 11] ( )                  

( عبارت است از 1گاه نمایش آن به فرم )باشد، آن

 ( )  ∑    
     

صورت و اگر آفین باشد نمایشی به    

 ( )    ∑    
     

که کوادراتیک باشد یدارد و درصورت    

 صورت: را بهتوان آن می

 ( )     ∑    
     

    ∑     
     

       , 

 نوشت. 

 های معادله: مجموعه جواب          برای تابع    

 (   )   ( )   (2)                                                  

 دهیم، یعنی:نشان می (   )  با         را که     در 

  (   )          (   )   ( )      

 یکنواخت تفاضلی گوییم هرگاه:-  را           تابع   

      
      

       

|  (   )|   

نامیده     تقریباً ناخطی تام یا   گاه ، آن    و اگر 

هر دو      و   زیرا      شود. توجه داشته باشید که  می

( )   به ازای  (2)های معادله جواب -اند. به    در ( )  

( باشد، 2جواب معادله )  گر همواره زوج است زیرا ا   علاوه، 
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 نیز جوابی از این معادله است.    گاه آن

به خودش     از   تابع   برای اعداد صحیح و مثبت  برهان:

–تفاضلی  طوربه      شود هرگاه برای هر  می نامیده یکنواخت 

(   )  معادله    از   و    ( ) در جواب   حداکثر    

در       عنوان که به    داشته باشد. توابع روی     

نواختی تفاضلی شوند باید دارای یک رمزهای بلوکی استفاده می

تری داشته پایینی باشند تا در برابر حملات تفاضلی امنیت بیش

اند زیرا یکنواخت تفاضلی بهینه  [. از این جهت توابع 1باشند ]

 .    داریم:     تابع روی  برای هر

 دهیم:قرار می          برای هر تابع 

  (   )  ∑(  )  (  ( )   )           

( )  که   است.   به     تابع اثر از                

نامیدده     طیف والش               |(   )   مجموعه 

 می شود.

    }مسداوی   اگر طیف والدش  
   

گداه تدابع        باشدد، آن   { 

  فقط بدرای     شود. بنابراین، توابع  نامیده می 1 (  )تقریباً خم

های فرد موجودند. این توابع بیشترین امنیت را در برابر حمدلات  

و بدرای  ] 9[نیدز هسدت       ،   . هدر تدابع   ] 11[خطی دارند 

   اسدت اگدر و تنهدا اگدر         های فرد هر  تابع کوادراتیک  

 را می تدوان در    و     یک بررسی جامع از توابع . ] 8[باشد 

سداخته   کوادراتیدک     یافت. اخیراً چند خانواده از توابدع  ] 7[

     ش بدرای سداختن توابدع    یدک رو ] 6[ [. در2-5شده است ]

در قالدب   شدده شدناخته     کوادراتیک با استفاده از یدک تدابع   

 قضیه زیر ارائه شده است:

بده      کوادراتیک از     یک تابع   فرض کنیم  -1-1 قضیه 

باشدد. همنندین       یک تابع بولی کوادراتیک روی   خودش و 

   فرض کنیم:

  (   )   (   )   ( )   ( )   ( )  

  (   )   (   )   ( )   ( )   ( )  

تابع بدولی خطدی        از     در این صورت، اگر برای هر 

  کندکه در شرایط زیر صدق می   

  (  (   ))    (   )، (1                               )    

(   )  داشددته باشددیم        اگددر بددرای ( 2) گدداه  ، آن  

  ( ) ( ) گاه ، آن    است.    تابعی  ( )  

    در بخش دوم این مقاله با استفاده از ایدن قضدیه و تدابع       

 

1- almost bent  

( ) کوادراتیک  عدددی    کده      روی     یک تدابع      

گیدری مختردری   سازیم و در بخش سدوم نتیجده   ست را میزوج ا

 گردد. ارائه می

 کوادراتیک جدید      ساختن توابع  -2

یدک تدابع کوادراتیدک باشدد و                اگر  -1-2گزاره 

      
 داریم:      گاه برای هر ، آن 

|  (   )|  |  (   ( )   ( )|  

 :است، پس دارای نمایشی به صورت   کوادراتیک    چون برهان: 

  ( )    ∑    
      

      ∑     
     

         , 

 را با ضابطه:           است. تابع 

  ( )  ∑    ( 
  

   
    

   
 )         , 

در       عنوان فضای بدرداری روی را به     اگر تعریف می کنیم. 

 یدک تبددیل خطدی اسدت زیدرا بدرای هدر           گاه نظر بگیریم، آن

         ، 

  (   )  ∑    ((   )  
   

 (   )  
   

 )          , 

 ∑    ( 
  
   

    
   

    
   

    
   

)          , 

   

∑    ( 
  
   

    
   

)           ∑    ( 
  

   

           

   
   

), 

    ( )   ( ), 

( ) و       . حدال فددرض کنددیم بددرای    
   ،      و   

(   )   جوابی از معادله   ( )  باشد. چون:   

  (   )    ∑ (   )     
    ∑    (            

 )     
, 

   ∑       
    ∑       

    ∑     ( 
  

           

   
)(   

    
)  ,  

   ∑       
    ∑       

    ∑     
     

          

∑     
     

           ∑    ( 
  
   

    
   

)          , 

  ( )   ( )   ( )   ( )  

 پس داریم:

 ( )   ( )   ( )     

 و در نتیجه:

 ( )   ( )   ( )     

 بنابراین: 
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   (   )      ( ( )   ( )   )                     (3)  

 رو:از این

   (   ( )   ( ))     ( )            

 از طرفی داریم:

|     |  |   ( ( )   ( )   )|  

 (:3لذا بنابر رابطه )

 |  (   )|   |  (   ( )   ( ))|    

تابعی کوادراتیک باشدد.            فرض کنیم : 2-2نتیجه 

       اسدت هرگداه بدرای هدر         تدابعی      ،در این صورت

( ) معادلدده    (   )   ( )     دو جددواب در   ( )  

  داشته باشد.

به خودش      از     و کوادراتیک تابعی   فرض کنیم

     و  باشد
 :چنین فرض کنیم هم.  

     (   )|          

ن چو  کوادراتیک است دارای نمایشی به صورت:   

  ( )    ∑    
      

      ∑     
     

           

 را با ضابطه:          . تابع             ه است ک

 ( )  ∑    (   
   

    
   

 )         , 

مشاهده کردید  1-2طورکه در برهان گزاره کنیم. همانتعریف می

 داریم:      خطی است و برای هر    

 (   )   ( )   ( )   ( )   ( )  

 :       پس برای هر 

   (     )   (     )   (   )   ( )  

 ( ), 

   ( (   )   ( )   ( )   (   ))    (   )  

 ( )   ( ), 

  (   ), 

  ( )   ( ). 

 از طرفی داریم:

   (   )    (   )   (   )   ( )   ( )  

 ( )    (   )   ( )   ( )   ( ), 

   (   )   ( )   (   )   ( ), 

  ( ( )   ( )   ( )   ( ))   ( )   ( ( )  

 ( )   ( )   ( ))   ( ), 

   ( )   ( ). 

 رو:از این

   (     )    (   )    (   )                 (4)  

نیدز کوادراتیدک اسدت،       اسدت. چدون       زیرفضای   لذا 

 داریم:

   (     )    (   )    (   )       

 : را با ضابطه         اینک تابع 

  (  (   ))    (   ) 

اگدر بدرای    تعریدف اسدت زیدرا    کنیم. این تدابع خدوش   تعریف می

(   )  داشددددته باشددددیم           گدددداه ، آن(   )   

  (   )    (   ) (، 4و در نتیجدددده بنددددابر رابطدددده )   

  (     ) است، از این تسداوی       تابعی  . اما چون   

،        . اگدر       یدا         شود که نتیجه می

(   )  و در نتیجددده    گددداه نآ و اگدددر    (   )   

 و لذا:         گاه ، آن      

   (   )    (     )   (     )   (   )  

 ( )   ( ), 

   ( )   (   )   ( )   ( ), 

    (   )   

((   )  )  پدس داریددم   خددوش    . لددذا ((   )  )   

 :       بعلاوه برای هر   تعریف است.

   (  (   )    (   ))    (  (     )), 

    (     ), 

    (   )    (   ), 

    (  (   ))     

(  (   )). 

تدوان بده یدک تدابع      را مدی    پس خطی است. علاوه بر این، 

           توسعه داد. لذا همواره تدابع      به       خطی از

 کند.  را بر آورده می 1-1( قضیه 2موجود است که شرط )

یک عدد صحیح مثبت و زوج باشد.   فرض کنیم  -3-2قضیه 

 است.    ،    روی  (     )     دراین صورت تابع 

( ) کنیم فرض  برهان: ( ) و      . در این (     )   
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یددک تددابع بددولی     کوتدددراتیک و     یددک تددابع   صددورت، 

(   )  کوتدددراتیک خطددی اسددت و داریددم  و           

  (   ) . بددرای هددر عضددو   (               )   

را بده صدورت زیدر در نظدر          تابع بدولی خطدی       از    ناصفر 

 گیرم:می

   ( )    (                )       

 رو:از این

  (   (   ))    (  (       )    (         )    

    (         )           

    (                )     

=   (   )  

کده  طدوری بده       اینک فرض کنیم وجود داشته  باشد 

  (   )  . در این صورت:  

  ( )    (           )    (     ) 

   (   )    ( )        

( )  زوج است،   چون   رو: . از این  

  ( )    (   ) 

   (
       

    )  

   ((
 

 
)  (

 

 
)
 

)     

 است.    تابعی  (     )     ، 1-1لذا به موجب قضیه 

 گیرینتیجه -3

امنیددت را در برابددر حمددلات تفاضددلی دارا بیشددترین     توابددع 

ارائه شدده اسدت.       هستند. چندین روش برای ساختن توابع 

در بخش اول ایدن مقالده    1-1 ها در قالب قضیهیکی از این روش

    معرفی شدد. در ایدن مقالده بدا اسدتفاده از ایدن روش تدابع        

عددی صدحیح و    که     روی  (     )     کوادراتیک 

 زوج است ساخته شد.
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