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 های کوانتومی و کاربرد آن برای تجزیه اعداد مرکبمحاسبات بر مبنای رایانه

 3، مصطفی اسلامی2یاصغر یم، رح*1علی جبار رشیدی

 دانشگاه مازندراناستادیار، -3 مالک اشتر تهران یدانشگاه صنعت یار،استاد -2 یار،دانش -1

 (50/53/50، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
 یتماستفاده در الگور یبرا یبه روش کوانتوم یعیاعداد طب یهتجز یتمدر الگور یدیعنوان جزء کل به یکوانتوم یهفور یلدر مقاله حاضر تبد

چندجمله است، هدف  یزمان یچیدگیاعداد با پ یهتجز یده براش شناخته یتمشر که تنها الگور یتمالگور سازی کارای یاده. پگردد یم یشر معرف
 یلتبداجرای  یبرا یکوانتوم یمدارهایعی و اعداد طب یهتجز یتممراحل مختلف الگور یمحاسبات یچیدگیپدر این مقاله، است.  مقاله ینا یاصل
شر  یتماست. الگور یافته محاسبات بهبودانجام  یو برا یمتعم یکوانتوم یهفور یلتبدین، در این مقاله چن اند. هم شده  ارائه یکوانتوم یهفور

 یکوانتوم یمکتابخانه مفاه ینشده است. با استفاده از ا سازی یادهپ یبا استفاده از کتابخانه محاسبات کوانتومیپل افزار م در نرم یافتهبهبود
 یتقابل یشنما یفاز به همراه جدول و نمودار برا ینتخم سازی یهشب از ییها . مثالاند شده سازی  یهشب یکدر رایانه کلاس یو مواز یدگیدرهم تن

 .ایمآوردهشده،  شر بهبود داده یتممحاسبات الگور یبرا  یجبه همراه نتا ییها مثال یان. در پایما برنامه ارائه کرده
 

  سازی یهفاز، شب ینشر، تخم یتمالگور ی،کوانتوم یهفور یلتبد ی،محاسبات کوانتوم: یدیکلهای واژه

 1مقدمه -1
این است کهه   کوانتومی اتدر محاسبیافته  ینتر مهم لحظهتا این 
رایانهه  روی یک بر که را  محاسباتی توانند یهای کوانتومی مرایانه 

طهور   نیستند، بهه  سازیای قابل پیادهدر زمان چندجملهکلاسیک، 
یک   های اول مثال، پیداکردن عامل عنوان [. به1کارآمد اجرا کنند ]

کلاسهیک   ههای  گوریتمبیتی با استفاده از بهترین ال nعدد صحیح  

شههده بههه  شههناخته
1 2

3 3exp( ( log ))n n  [ 2عملیههات نیههاز دارد .]
هههای اول روی یههک کههامپیوتر  بنههابراین، تجزیههه اعههداد بههه عامههل

گیهرد.   توجهه قهرار مهی    سخت مورد  عنوان یک مسئله سیک، بهکلا
ست که الگوریتم شهر کوانتهومی   جایندر ا یرایانه کوانتوم یتاهم

این کار را بها   تواند ی( مشود یاجرا م یرایانه کوانتوم یک ی)که رو
)2اسههتفاده از   log loglog ))n n n  [ 3عملیههات انجههام دهههد .]

است که  یتاهم نظر با یناول از ا یها ملاعداد مرکب به عا یهتجز
 ینپرکههاربردتربههه عنههوان یزههی از    RSAالگههوریتم رمزنگههاری  

 یرمزنگار  یتمالگور ینا .ستابر آن  تنیمبی رمزنگار های یتمالگور
مراکز  ینتر هاست که در مهم بالا در محاسبه، سال ییکارا یلبه دل
 اسهتفاده قهرار   و ... ، مهورد  ینظام یتا نهادها یمراکز مال یتی،امن
 ینتهر  مههم کهه   یکوانتهوم  یهه فور یلتبهد ین چن [. هم4] گیرد یم

در البته و شود می( را شامل یشر )بخش کوانتوم یتمقسمت الگور
 یهت اهم شود از یظاهر مدیگر هم  یاز محاسبات کوانتوم یاریبس
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 یهن ا یگهر مسهئله د  برخوردار است که به آن می پهردازیم.  ای یژهو
 یهفور یلتبد رابطه با در یمختلف یها ها و کتاب که در مقالهاست 

 موضوعی یتمالگوراین درک عملزرد  ی[ ول5-7]است نوشته شده 
. مقالهه  گیهرد  یتوجه قرار م تر موردکمدر اکثر این منابع است که 

 .   تر بپردازدبیش ینهزم است که به این تلاشدر  حاضر
انجام محاسبات  سازی یهشب  ،[8] 1ینمناساس مشاهدات فابر

 یککلاسه  هایدر رایانهصورت بپذیرد،  یرایانه کوانتوم که باید در
درک  یخهوب  بهه  مقالهه  ینانجام ا یرا طسئله م ینا .ناممزن است

و  یحاسهبات جبهر  م مبهرای انجها   تهوان  یمه  حهال،  ین ا . بایمکرد
ماننهد   یکوانتهوم  یعملگرهها  سهازی  یهبه شهب  یسیمحاسبات ماتر

 یهه فور یلتبهد  یجهه و درنت یزهانی  یو عملگرهها  هها  یهت ها، گ کت
 پرداخت. در رایانه های کوانتومی  یکوانتوم
شد،  سازی یهشب 2یپلافزار م شر در نرم یتمالگور ،[9مقاله ] در

 اکتفاافزار  نرم یککلاس یها بخش سازی یهبه شب تنها جاآن در یول
   افهزار   رممرتبهه بها اسهتفاده از نه    در آن مقالهه، یهافتن   . ه اسهت شد

 سهازی  یهشهب  مرتبهه محاسهبه  انجام گرفهت و بها    یپلم یابمرتبه
، درآن مقاله شر ذکرشده یتمدر الگور صورت پذیرفت.شر  یتمالگور
ه شهد  سازی یهشب  یتمالگور ینخاص ا یها از جنبه یواقع برخ در

اعمال  یکه در رایانه کوانتوم یزانی یعملگرها ،مثال عنوان . بهاست
را در  هها  یلحاصل از آن تبد یجنتا ینشده ول سازی یهشب شوند، یم

 ( ساخته است."حتماً یباًتقر" یصورت احتمال )به یکرایانه کلاس

 1- Von Neumann 

2- Maple 
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را انتخهاب   یپهل افهزار م  نهرم  سازی، یادهپ یمقاله حاضر برا در
مناسهب   یاربس یابزارها یدارا سو یکافزار از  نرم ینا یراز یما کرده

انجهام   یبرا ی رامناسب  کتابخانهدیگر،  یاست و از طرف یجبر خط
کهه   یا [. کتابخانهه 17-12است ]  توسعه داده یمحاسبات کوانتوم

است کهه   Open QUACS یما استفاده قرار داده مورد مقاله یندر ا
بها  کتابخانهه   ین[. ا13توسعه داده شد ] ینمک کوب یستوسط کر

هها و   کهت  یجهاد ا جههت لازم  یابزارها د،یتی که دارمحدودوجود 
ما قرار  یاردر اخترا  یکوانتوم یمدارها سازی یهشب  لازم های یتگ
 مهورد  یهه فور یلتبهد  تهوان  یم ،کتابخانه ین. با استفاده از ادهد یم

از  نویسی،اختصار یبرا که ساخت یسیصورت عملگر ماتر نظر را به
 .   یما نظر کرده ارائه کدها صرف

کلیهدی   بخهش این مقاله، تبدیل فوریهه کوانتهومی را کهه     در
های  الگوریتم تجزیه اعداد صحیح به عوامل اول و بسیاری الگوریتم

دههیم. تبهدیل فوریهه     قرار مهی  یبررس مورد ،کوانتومی دیگر است
کوانتومی عبارت از یک الگوریتم کوانتومی مؤثر برای اجرای یهک  

یل فوریه کوانتومی، تخمین [. به کمک تبد14تبدیل فوریه است ]
یک عملگهر یزهانی، تحهت      فاز کوانتومی که تقریبی از مقادیر ویژه

[. این کار به ما اجهازه  15شود ] می یرپذ شرایط معین است، امزان
مانند مسهئله یهافتن درجهه و مسهئله تجزیهه       یدهد که مسائل می

 یمچه در رایانه کوانتهو اول را مشابه آن های اعداد صحیح به عامل
فهاز بها    یناز تخمه  ییهها  . مثهال یمکنه  سهازی  یهشب شود یانجام م

 یزمان یچیدگیشده است. در مقاله حاضر پ  ارائه ،استفاده از برنامه
 یشهر بهرا   یتمالگهور  یهها  شده و گام ارائه یتممراحل مختلف الگور

 اند.   اعداد مرکب آورده شده یهتجز
 یلتبهد  ،2 اسهت: ابتهدا در بخهش    ترتیهب  ینا مقاله به ساختار

و در بخهش  کرده آن را ارائه  یافته یمفرم تعم نیزو  یکوانتوم یهفور
     یکوانتههوم یهههفور یلبراسههاس تبههد یفههاز کوانتههوم ینتخمهه ،3

را  یکوانتهوم  یهابی مرتبه ،4است. در بخش  شده یان بیافته، تعمیم
 یهه تجز بهرای شهر   یتمالگهور  ،5در بخهش   یتمطرح کرده و درنها

ی کوانتهوم  یهه فور یلاز تبد یعنوان کاربرد مثبت، به یحصح داعدا
 اند. هگردیدارائه  یجو نتا سازی یهشب یافته،تعمیم

 تبدیل فوریه کوانتومی -2

تبدیلاتی است انجام  شامل محاسبه کوانتومی ی جدید درها افتهی
یهک   ازتهر   روی یک کامپیوتر کوانتومی، خیلی سریع توانند یکه م

ههای   سهاخت الگهوریتم   این یافتهه،  د.شون اجراکامپیوتر کلاسیک 
 .[11] سریع برای کامپیوترهای کوانتومی را ممزن سهاخته اسهت  

 ط را بهه عنهوان  بهردار از اعهداد مخهتل    کیه گسسته،  تبدیل فوریه
، یک پارامتر N را )طول بردار          و به صورت  ورودی

(، یهک بهردار از   شده لیتبد )داده آن گیرد. خروجی می ثابت است(
تعریهف   (1) است کهه توسهط رابطهه             اعداد مختلط 

 شود: می
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                                    (1)   

                                     

 تبدیل فوریه کوانتومی دقیقاً همان تبدیل فوریه گسسته است
ها در فیزیک ها با توجه به نحوه نمادگذاریینمادگذارولی نحوه 
. شودمی برای تبدیل فوریه کوانتومی، کمی متفاوتکوانتوم 

تبدیل فوریه  ،شده است  ( نشان داده2طورکه در رابطه ) همان
 شود.  تعریف می  ⟨   |   ⟨ |ای ه هیکوانتومی روی پا
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                                (2)                                      

یهک   یبهر رو  توانهد  ییزهانی اسهت و مه    یتبهدیل تبدیل بهالا  
کهه     متغیهر  ،رابطهه  نیدر ا شود. یساز ادهیکامپیوتر کوانتومی پ

عهددی صهحیح    ،در آنn  گیریم که را در نظر میاست     برابر با 
محاسهباتی بهرای    یهها  هیپاهم  ⟨    |   ⟨ |بردارهای و  بوده
در ایهههن   .شهوند  یمه محسهوب   یتیبویک n کوانتومههی رایانهیک 

را بهها اسههتفاده از نمههایش بههاینری    ⟨ |حالههت  تههوان یصههورت مهه
 حالهههت تهههوان یچنهههین مههه نشهههان داد. ههههم           

   صههورت  را بههه            

 
 

    

 
   

  

نیههز        
 .ش دادماین

 توانهد  یکوانتهومی مه   ، تبهدیل فوریهه  یجبهر خواص به کمک 

 :د( ارائه شو3-5صورت رابطه ) به
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            (3)  

یهک مهدار کوانتهومی کارآمهد،      یساز ادهیاین نمایش به ما اجازه پ
(، 3رابطهه )  دههد.  جهت محاسبه تبهدیل فوریهه کوانتهومی را مهی    
را آسهان  کوانتهومی    استخراج یک مدار کارآمد برای تبدیل فوریهه 

 شهده اسهت    نشهان داده ( 1) یک چنین مداری در شزل .سازد یم
[5.] 

 
 سازی تبدیل فوریه کوانتومیمدار پیاده (:1شکل )

 یزهان یبیهانگر یهک تبهدیل     ،ی(چرخش شرط)گیت  RK گیت

 :استگردیده   ( ارائه4است و ماتریس نظیر آن در رابطه )
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                                              (4) 

                                           1- Cris macquin 
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چهرخش   n-1 و 1(، ابتهدا یهک گیهت هادامهارد    1در مدار شهزل ) 
 n مجمهو   شهود یعنهی در   شرطی، روی اولین کیوبیت اعمال مهی 

. سپس روی دومین کیوبیت، یک ردیگ یاستفاده قرار م گیت مورد
گیهت   n-1مجمو   در چرخش شرطی یعنی n-2گیت هادامارد و 

 د. نشو اعمال می
 برابهر بها  در این مدار  ازین موردی ها تیگتعداد ، بیترت  نیا  به

( 1)
( 1) ... 1

2

n n
n n


     البته ایهن تعهداد گیهت،    خواهد بود .

 بهه تعهداد   از طرفهی  اسهت.   ییجا جابه یها تیبدون احتساب گ

 
 

بها   ییجها  جابهه  است کهه ههر گیهت    ازین نیز مورد ییجا گیت جابه
شهود. بنهابراین، ایهن     می یساز ادهیپ ،CNOT استفاده از سه گیت

)2 مدار یک الگوریتم از مرتبه )n      بهرای اجهرای تبهدیل فوریهه
های کلاسهیک   الگوریتم برعزس، بهترین. کند یکوانتومی فراهم م

هایی مثهل   الگوریتم :گسسته عبارتند از تبدیل فوریه برای محاسبه
FFT)تبدیل فوریه سریع 

که تبدیل فوریه گسسته را با اسهتفاده   (2
) از 2 )nn [. 17] کند یگیت، محاسبه م 

تبدیل فوریه روی یک کامپیوتر کلاسهیک   ، محاسبهدر نتیجه
تبهدیل فوریهه کوانتهومی روی یهک کهامپیوتر       حاسهبه نسبت به م

 تری نیاز دارد.طور نمایی به عملگرهای بیش کوانتومی، به

 تعمیم تبدیل فوریه -3

الگوریتم فوریه کوانتومی  توان یمآوردن کارایی بهتر، دستبرای به

خلاصه بهه نحهوه تعمهیم الگهوریتم      طور بهجا را تعمیم داد. در این

و  3ی متعامهد )ماننهد لاگهور   هها  یا چندجملهه فوریه با اسهتفاده از  

 H بهوده کهه در آن      . فرض کنید تهابع  میپرداز یم( 4هرمیت

 چنین فرض کنید. همستفضای هیلبرت ا n n



ی ا خانواده  

بهر   تهوان  یمه باشد، در این صورت  Hاز بردارها در فضای هیلبرت 

 اساس خانواده بردارها یک عملگر به صورت زیر تعریف کرد:

, [ ] , nn Uf n f                                    (5) 

و آن اختصاص  دهد یمیک کار انجام  اساساًاین عملگر، 
امین عدد   است، به این صورت که   ای از اعداد به تابع مجموعه
ی ضرب جا به توان یم)   در   fبا ضرب داخلی تابع  متناظر

داخلی روابط دیگری نیز تعریف نمود( است. برای ساخت مجدد 
( U)در اینجا  شده ساخته، باید عملگر شده فیتعراز عملگر   تابع 
عملگری که با استفاده از توابع  مثال عنوان بهباشد ) ریپذ وارون

یل فوریه معمولی ساخته سینوسی و کسینوسی مانند تبد
را   هر تابع دلخواه  توان ینمشود(. مطلب دوم این است که  می

 

1- Hadamard 

2- Fast Fourier Transform 

3- Laguerre 

4- Hermit 

قابی از فضای هیلبرت خواهد بود  شده ساختهبازسازی کرد. دنباله 
وجود داشته باشند     برای هر   و   ی مثبت ها ثابتاگر 
 [18]رابطه زیر برقرار باشد:  که یطور به

222
, n

n

a f f b f


                         (1) 

و  شهود  یمه باشد این قاب فشرده نامیده      از طرفی، اگر
  Uشود که  و ثابت می نامند یم 5را عملگر قاب آمده دست بهعملگر 

متنهاهی   ریپهذ  وارونعملگر قاب است اگر و فقط اگر در برد خهود  
کنهیم کهه    مهی  ارائهی در فضای پیوسته را بند فرمولباشد. اکنون 

بههه حالههت گسسههته خواهههد بههود. ایههده        میتعمهه قابههلی سههادگ بههه
دادن تبدیل فوریه کوانتومی به تحلیهل آنهالیز فوریهه بهرای     تعمیم

 بههاز معههادلات دیفرانسههیل معمههولی در مجموعههه اعههداد حقیقههی 
 . گردد یم

 صههفحه مینههرا در  1در حالههت سههاده معادلههه اشههتروم لیههوول 

[0, )  گیریم: به صورت زیر در نظر می 

2

2
( ) ( ) ( )

cos (0) sin (0) 0

d f
Lf q x f x g x

dx

f f 

   

 

                      (8) 

0t بهرای   کهه در آن، تهابع      0] و دربهازه, ]t   در  لزومههاًو نهه 

هههم درمجموعههه اعههداد  gو  fاسههت. توابهع   ریپههذ انتگهرال  
جها ممزهن   هستند. هم چنین در ایهن  ریپذ مشتقحقیقی پیوسته 

بایهد برقهرار    تینها یبدومی نیاز داشته باشیم که در  شرط بهاست 
 باشد.

)تابع ویژه و یزتای برای هرعدد مختلط  )x


  ای وجود دارد

 در روابط زیر صدق می کند: که یطور به

2

cos (0) sin (0) 0

sin (0) cos (0) 1

[0, )

L

L

 

 

 



 

 

 









 

  

 

                          (9) 

( )x


 
 نماید. اگر برآوردهشرایطی را  تینها یبممزن است در 

 یا نقطهدارای حد  جا همه باًیتقرشود، این توابع  همگرا  uبه 

,0]2در فضای هیلبرت لزوماً بود کهخواهند  ]L   قرار ندارند، ولی

0tبرای   و در هر بازه متناهی 0,t  دارای انتگرال مرتبه

که تابعدوم خواهند بود. درصورتی
u

 
 uیک تابع ویژه متناظر با 

,0]2باشد، در فضای هیلبرت  ]L   .قرار خواهد گرفت 
)در دامنه : فرض کنید عملگر[19]قضیه اشتروم لیوول  )D 

,0]، که شامل توابع پیوسته مطلق موضهعی در بهازه    )  ،هسهتند
 مهورد کنیم که این توابع شهروط   چنین فرض میگیرد. همقرار می

 

5- Frame operator 

6- Sturm-Liouville 

[0, )
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کنند. در این صورت انهدازه  می برآوردهرا  در نقاط صفر و  ازین

 که روی طیفروی( )L  از عملگهر   شهود   توزیهع مهی
]2روی  افتهه ی میتعمتبدیل فوریه  که یطور به , ]L     ،مهی باشهد
 حد زیر خواهد بود: صورت به

0

( ) lim ( ) ( )

r

uf u f x x dx

r





                           (9) 

هههم در  افتهههی میتعمههپههس وارون تبههدیل فوریههه کوانتههومی  
2[0, ]L   رابطه زیر خواهد بود:برابر با 

( ) lim ( ) ( ) ( )

r

u

r

f u f x x d u

r

 






                      (17)  

 علاوه بر آن، با استفاده از معادله پارسوال خواهیم داشت: 

2 2
ˆ

L L
f f

                                                       (11) 

 یعنی:

2 2
( ) ( ) ( )f u d u f u dx

 

 

              (12) 

fˆنتیجه، تابع در f و بنهابراین،   و یک به یهک بهوده   پوشا

، واقهع  در. دیه آ یمه ی تبدیل فوریه کوانتومی به دسهت  ریپذ وارون

، بهه  کنهد  یمه تبهدیل   uبا  ضرب کرا به ی تبدیل فوریه، عملگر 

)صورتی که  )f D  :اگر و تنها اگر داشته باشیم 
2ˆ( ) [ , ]uf u L 

                                                 (13)
 

)ˆو در این حالت، رابطه ) ( )f u uf u   باشد یمبرقرار.  
ی گسسهته یها   هها  مؤلفهه دارای  توانهد  یم درمجمو ، اندازه

یی بسهیار  هها  (. چنهین توسهیع  1باشد )مانند تبدیل هنزل پیوسته
ی جا به، گرید انیب به. [27]شبیه به توسیع تابع ویژه پیوسته است 

 رابطه زیر: 

( , )
n n

n

nf f  


                                       (14) 

 رابطه زیر را داریم:

( , ) ( ) ( )
n uf f x d u  





                             (15) 

 که درآن خواهیم داشت:

2

0

( , ) lim ( ) ( )

r

u uf L f x x dx

r

 



                    (11) 

)ˆتبدیل فوریه ) ( , )
u

f u f   است و انهدازه    چگالی طیفی

ضریب تابع ویژه عنوان بهآن 
u

 ی بازسازشود که برای  تفسیر می

 

1- Henkel Transform 

 . رود یمبه کار   
 :در حالت پیوسته داریم 2تعریف تابع دلتای دیراک برای

   
2 2( ) i x i xx y e e d  





                        (17) 

 خواهیم داشت: جهینت در

2 2

2

( ) ( ) ( )

( )

( )

i x i x

i x

f x f y x y dy

e f y e dyd

e f d

 







 





 

 





  





 



                    (18) 

لیهوول،  -دیفرانسیلی اشتروم عملگر ویژه مقادیر برای چنین،هم
 داشت:در حالت گسسته خواهیم 

*

0
( ) ( ) ( )n nn
x y x y




                       (19) 

 

 که در این صورت:

*

0
( ) ( ) ( ) ( )n nn

f x x f y y dy








           (27) 

0nجا برای مقادیر در این   توابهع ،
n    تهوابعی متعامهد

*بوده و پایه

n شوند. برای مثهال،   ها محسوب میتوابع دوگان آن

با استفاده از توابع متعامد لاگور 
mL  از مرتبه  ی جها  بهه

n
 

 در حالت پیوسته خواهیم داشت:

( )
) ( )

!
(

!

x

mn n m

n
x e L x L x dx

n

  





           (21) 

 :دهد یمنتیجه 

0

( )
( )

(

!

!)

n
n

n

n L x
f x f

n













                                 (22)

 
               

 

( ) ( )x

n nf x e L x f x dx 


                             (23) 

  تخمین فاز کوانتومی -4

حداکثر  ، الگوریتم های کوانتومی پایه و اساس بسیاری از الگوریتم
 یعملگهر  ،U. فرض کنید عملگر [21]ت تخمین فاز کوانتومی اس

2با مقدار ویژه  uباشد که یک بردار ویژهمییزانی  ie   دارد. 

روش تخمهین   است. مقدار هدف الگوریتم تخمین فاز، تخمین
بیت  t. ثبات اول، در ابتدا کند یاز دو ثبات استفاده مفاز کوانتومی 

وابسته به تعداد ارقام  tکه مقدار بردارد در0درحالترا کوانتومی 

در تخمهین داشهته باشهیم، انتخهاب      میخهواه  یکه مه  ی استدقت

ثبات دوم در حالت .دشو می
 

تعداد بیت کوانتهومی   و قراردارد

ذخیرهکه برای 
 

تخمهین فهاز در    است را در بردارد. ازین مورد

u

u2- Dirac Delta 
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 (2) شهده در شهزل   شود. ابتدا مدار نشان داده سه مرحله، اجرا می
 شود. اعمال می

 
 مرحله اول روش تخمین فاز کوانتومی(: 2شکل )

 وبهه اولهین ثبهات اعمهال      در این مدار، ابتدا تبدیل هادامهارد 

jControlledعملیههات سههپس U   از طریههق ثبههات دوم اجههرا

( 5صهورت رابطهه )   د. بنابراین، حالت نههایی ثبهات اول بهه   گرد می

 خواهد بود.

    
1 2 02 2 2 2 2 2

/2

2 1
2

/2
0

1
0 1 0 1 ... 0 1

2

1

2

t t

t

i i i

t

i k

t
k

e e e

e k

     

 

 





  

  (24)

شهده    نشهان داده  (3)الگوریتم تخمین فاز کوانتهومی، در شهزل     

 :است

 
 یفاز کوانتوم ینتخم یتممراحل الگور (:3)شکل 

 :کنیدمشاهده می یرزدر را  یفاز کوانتوم ینتخم الگوریتم

 تخمین فاز کوانتومی :1 الگوریتم
 :ها یورود

 عنوانبه u:ها یبیت کوانتومی خروج tو  حالت ویژه، جعبه سیاه

ز مقدارا یتقریب
u 

 الگوریتم : هایگام

حالت اولیه:                                                             
0 u

 

ی:                                    نه برهمایجاد 
2 1

0

1

2

t

t
j

j u




  

اعمال جعبه سیاه :                        
2 1

0

1

2

t

j

t
j

j U u




  

خروجی جعبه سیاه:                     
2 1

2

0

1

2

t

nij

t
j

e j u
 





  

اعمال تبدیل فوریه معزوس:                                    
u u 

یری ثبات اول:                                                    گ اندازه
u 

 یافتن درجه -4-1
 عامهل ههی    بهوده و      کهه   و    برای اعداد صحیح مثبهت 

 نیتهر  کوچهک شهامل   N به پیمانه x ، درجهبا هم ندارند مشترکی

mod)1در رابطه که است  r مثبتو عدد صحیح  )rx N   صهدق

بهه ازای  مقهدار   r  عبارت از تعیین xمسئله یافتن درجه می کند. 

 کهامپیوتر  یهک  بهر روی   مسهئله ایهن   و اسهت N  مشهخ   مقادیر

ایهن   رود وبه شمار میمسئله سخت مطرح  کیعنوان  به کلاسیک

روی یک کامپیوتر کلاسیک، از مرتبه بر که حل آن است معنبدان 

وجود ندارد که  یا شده واقع، هی  الگوریتم شناخته نمایی است. در

حهل   یا ملهه این مسئله را با اسهتفاده از منهابعی از مرتبهه چندج   

 ازیه ن ، موردN کردنبیت برای مشخ  L ، اگرگرید عبارت نماید. به

باشد هی  الگوریتمی وجود نهدارد کهه مسهئله یهافتن درجهه را از      

در این قسهمت خهواهیم دیهد کهه     . [22] حل نماید      مرتبه

یهابی بهه یهک الگهوریتم     چگونه تخمین فاز کوانتومی برای دسهت 

 .ردیگ یاستفاده قرار م مورد xعدد  درجهکوانتومی کارآمدیافتن 

الگهوریتم  همهان  کوانتومی برای یافتن درجه دقیقهاً   الگوریتم

( را 1)شود. رابطهه   تخمین فاز است که به عملگر یزانی اعمال می

 :دیریدر نظر بگ

(25                                        ) (mod )U y xy N      

آن،در  که 0,1
L

y ست.ا 

2کههه زمهانی  1
L

N y   کههه  میکنهه یمهه قههرارداد باشههد
(mod )xy N  دقیقاً برابرy ت. اس 

0 به ازای عدد صهحیح که هایی  حالت 1s r  رابطهه   در

،. در ایهن رابطهه  نهامیم مهی  U های ویهژه  ، حالتصدق نمایند( 7)

s

r
   و دآی یمبه دست ( برقهرار  8که رابطه ) دشو ثابت می

 :است

11 2
exp mod

0

r isk k
u x Ns

k rr

 



 
  

       (21)

                                           

11 2 1
exp mod

0

2
exp

r isk k
U u x Ns

k rr

is
us

r





  





 
  

 
  

     (27) 

بیت کوانتومی، در ثبهات اول    در اجرای روش تخمین فاز، اگر از 

قرار دههیم   1( و ثبات دوم را در حالت 3) شزلمطابق  استفاده

، یهک تخمهین از       تها   0در بازه  sدر این صورت به ازای هر 

sفاز

r
 میآور یبه دست م . 

u
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مشهاهده   (4)شزل در  را الگوریتم یافتن درجه یمدار کوانتوم

 می نمایید:

 

 درجه یافتن یتمالگور یمدار کوانتوم (:4) شکل

 الگوریتم کسرهای متوالی -4-1
تبدیل یافتن درجه به تخمین فاز، با توصیف چگهونگی بهه دسهت    

از نتیجهههه الگهههوریتم تخمهههین فهههاز   rآوردن پاسهههط مطلهههوب 

( / )s r شود.  ، کامل می  یک عدد گویا است )نسبت دو

را کسر متعارف به  نیتر کیعدد صحیح معین( و اگر بتوانیم نزد

به هم را  rکه مقدار قادر خواهیم بود دراین صورت محاسبه کنیم، 

سیزی اسهت  الگوریتم کسرهای متوالی، الگوریتم کلا دست آوریم.

 .دهد یمی این کار را انجام ا چندجملهکه در زمان 

sکنید ضفر

r
در شرط گویا است که یعدد

2

1

2

s

r r
  ، 

یزهی از مقهادیر حاصهل از     . در این صورت، مقدارکند یمصدق 

طور خلاصه، بها   است. به یبرا یمتوال یکسرها تمیاجرای الگور

s، الگوریتم کسرهای متوالی، اعدادفرض  وr     را بدون ههی

sرابطهه   کهه  یطهور  به .کند یمشترکی تولید م دیبرگ خر s

r r





 

rما بهرای درجهه عهدد    حدس برقرار است.      اسهت. بها محاسهبه

modrx N


درجهه  مقهدار یهک   کرد که آیا ایهن   بررسی توان یم 

r،یک شودعبارت برابر  اگر حاصل ؟هست یا خیر    درجههx   بهه

، محاسهبات کوانتهومی بهرای    2در الگهوریتم   خواهد بود. Nپیمانه 

 است. شده آورده  خلاصهیافتن درجه به طور

بهرای اجهرای تبهدیل هادامهارد از      ازیه ن مورد یها تیتعداد گ

)مرتبه  )O L در تبدیل فوریه معزهوس، ایهن تعهداد از    که  هست

)2مرتبههه )O L  عملگههرخواهههد شههد .modjx N  و الگههوریتم

)2 کسرهای متوالی، هریک به )O L   گیت نیاز دارند. بنابراین، بهار

)3محاسباتی در این مدار از مرتبه  )O L است. 

 الگوریتم شر  -5

دهنهد.   نویهد مهی  محاسبات کوانتومی، افزایش توان محاسهباتی را  

توانسهت از تهوازی موجهود در کامپیوترههای کوانتهومی       1پیتر شر

ایهن الگهوریتم، عمهلاً    . [1] یابی اعداد استفاده کنهد منظور عامل به

 (N) شود یابی دریافت مییک عدد برای عاملابتدا بسیار ساده بود. 

شهد. بها    خواههد   درنظر گرفته aبرای  Nتر از مقداری کم و سپس

مقهدار بایهد    ایهن  ،ضرب دو عدد اول اسهت  حاصل Nکه نفرض ای

تهابع مقهدار  ، xنیز اول باشد. به ازای مقادیر مختلهف   N هنسبت ب

( ) ( mod )xf x a N  ها عملیات این تمام که شود می محاسبه

. در گردددر واحد زمان انجام  تواند یم ،با توان محاسبات کوانتومی

را هها  دوره این تزرار کهوجود دارد  ییک الگوی تزرار ،نتایج تابع

 باید پیدا کرد. 

بهرای   ،واقهع  یهافتن درجهه اسهت. در   معادل یافتن این دوره، 

  تجزیه اعداد به عوامل اول نیاز به استفاده از الگوریتم یافتن درجه

سرعت روی کامپیوترهای  به توان یاین کار را م . خوشبختانهمیدار

این انجام داد.  کوانتومی هیک تغییر شزل تبدیل فورکوانتومی با ی

    سهههپس مقهههادیر  دههههیم. نشهههان مهههی  rنمهههاد دوره را بههها 

2gcd( 1, )
r

Na  2 وgcd( 1, )
r

Na  تهابع   شوند یمحاسبه م(

gcd به دلیل برقهراری  باشدمی مشترک هیعل مقسوم نیتر بزرگ .)

modaتساوی N داشت: میخواه 

        (28                 )         

2،صورت به این   2( 1)( 1)
r r

a a   مضرب صحیحی ازN .است 

شود که  کوانتومی استفاده می ینه در الگوریتم شر از خاصیت برهم

، تمهام حالهت ممزهن را    لحظهه   کیه کیوبیهت در   nدهد  اجازه می

شر نشان داد که کامپیوترهای کوانتهومی قهادر    پیترداشته باشند. 

کوتهاه   زمهان  کیه به محاسبه عوامل اول اعهداد خیلهی بهزرگ، در    

 هیه فور لیو تبهد  یکوانتوم یوابسته به تواز تم،یالگور نیهستند. ا

با استفاده از این الگوریتم  یبرا ،یاست. مدارات کوانتوم یکوانتوم

. با انتخاب اند شده یطراحدر میپل  Open QUACS [11]کتابخانه 

الگوریتم شر جههت پیهداکردن    یساز ادهی، مراحل پNعدد صحیح 

 :باشند یعوامل اول آن به شرح زیر م

بهوده و   2کهه تهوانی از    Q مرحله اول: پیداکردن عدد صحیح
2 2

2N Q N  های کلاسهیک  رایانهاشد. این مرحله توسط ب

 .شود انجام می

بهوده و   N تهر از  که کوچک a انتخاب عدد صحیحمرحله دوم: 

های کلاسهیک  رایانهنسبت به آن اول باشد. این مرحله نیز توسط 

 .شود انجام می

مرحله سوم: ایجاد دو ثبات کوانتومی بهه نهام ثبهات ورودی و    

ثبات خروجی. ثبات ورودی باید دارای تعداد کافی کیوبیت، جهت 

و ثبات خروجی بایهد دارای   باشد Q-1 نگهداری اعدادی به بزرگی

 .باشد  N-1تعداد کافی کیوبیت جهت نگهداری اعدادی به بزرگی

      تها  0ح مرحله چهارم: بارگذاری ثبات ورودی با مقادیر صهحی 

Q-1  0و بارگذاری ثبات خروجی با مقدار . 

کوانتومی سیسهتم در ایهن    یها های اولیه ثبات مجمو  حالت

  .است هشد انی( ب29نقطه در رابطه )

s

r

Naaa
rr

r mod0)1).(1(1 22 

1- Peter Shor 
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1

0

1
0

Q

x

x
Q





                                              (29) 

modxaمرحلههه پههنجم: اجههرای تههابع  N   بههرای هههر عههدد

نتهایج آن در ثبهات    یسهاز  رهیه در ثبهات ورودی و ذخ  شده رهیذخ

خروجی. به دلیل توازی کوانتومی، این مرحله در یهک گهام اجهرا    

modکوانتومی تابع رایانهشود.  می
x

a N که کند یمحاسبه م را

xآمده در مرحله چهارم است دست به یها حالت ینه ، برهم. 

شهود. وضهعیت    کوانتهومی اجهرا مهی    رایانهه این مرحلهه، روی  

شده   (  نشان داده37کوانتومی در این مرحله در رابطه ) یها ثبات

 :است

1

0

1
mod

Q
x

x

x a N
Q





                                 (37) 

                                    

  :K مرحله ششم: به دست آوردن ثبات خروجی با مقادیر

modxa N K                                        (31)         

شهود. وضهعیت    کوانتهومی اجهرا مهی    رایانه لهیوس این عمل به

 :مرحله عبارت است از نیا از کوانتومی بعد یها ثبات

11 Q

x A

x k
A





                                           (32)  

                                              

xاز یا مجموعه A در آن، که  خواهیم داشت: که یطور است به 

modxa N K


 

 .تعداد عناصر این مجموعه استA و   

هفتم: اعمال تبدیل فوریه کوانتومی روی ثبات ورودی.  مرحله

طور  شود همان می  تبدیل فوریه کوانتومی باعث تغییر حالت

 :شده است  نشان داده (33ه )که در رابط

1 2

0

1 Q ixc
Q

c

x C e
Q





                               (33) 

                                 

توازی  لهیوس کوانتومی، در یک گام به رایانهمرحله توسط  این

شود. بعد از تبهدیل فوریهه کوانتهومی، وضهعیت      کوانتومی اجرا می

 :صورت زیر است ها به ثبات

1 21 Q ixc
Q

x A

C k e
A





                                 (34) 

                      
نامیده  m ثبات ورودی. این مقدار یریگ هشتم: اندازه مرحله

  د.شو کوانتومی اجرا می رایانهشود. این مرحله توسط  می

های کلاسیک، مقدار رایانهروی  m نهم: با به کار بردن مرحله

 .دیآ یمختلف به دست م یها توسط روش r دوره تزرار

توسهط   N ، عوامهل اول عهدد   r دهم: با داشتن مقهدار  مرحله

آیند. ایهن مرحلهه توسهط     ( به دست می35ب.م.م، مطابق رابطه )

 .شود یانجام م کیهای کلاسرایانه

(35                      ) 

 رایانهه این بود که یهک   افتی  جالبی که شر بدان دست نتیجه

عمل تجزیه را انجام  یا از مرتبه چندجمله زمان  کیکوانتومی، در 

 .دهد یم

 میپل افزار نرمی در ساز هیشب -9

دراین بخش به عنوان مثال اول، ابتدا با درنظرگرفتن ثبات ثانویهه  

سهاده را در   مسهئله با دو خروجی و ثبات اولیه با سه ورودی، یک 

( 5. مدار تخمین فاز بهرای ایهن مثهال را در شهزل )    میا گرفتهنظر 

گیهری بها   انهدازه  به( نتایج مربوط 1نمایید. در جدول )مشاهده می

1ابرحالتکوانتومی و  فوریه تبدیل
 است. شده  ارائه متناظر 

 

1- Superposition 

x

qpN
qNa

pNa
r

r

.
),1gcd(

),1gcd(

2

2












 کوانتومی یافتن درجه به روش :2 الگوریتم
 :ها یورود

یک جعبه سیاه -1
,x NU 

2-  t  شود شرو  می 0بیت کوانتومی که با. 

3- L  شوند یشرو  م 1بیت کوانتومی که باحالت. 

 

 rیافتن درجه  :ها یخروج

 مراحل الگوریتم:

0حالت اولیه:  u                       

ی: نه برهمایجاد 
2 1

0

1

2

t

t
j

j u




 

اعمال
,x NU :با رابطه زیر 

2 1 1 2 1
2 /

0 0 0

1 1
mod

2 2

t tr
j isj r

s
t t

j s j

j x N e j u
r


  

  

  

 

: اعمال تبدیل فوریه معزوس به ثبات اول - 4
1

0

1
( )

r

s

s

s
u

rr





 

):ثبات اول یریگ اندازه )
s

r
 

 r:اعمال الگوریتم کسرهای متوالی
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 مدار تخمین فاز برای مثال اول (:5شکل )

 در مثال اول آمده دست بههای  ابرحالت (:1جدول )

 )سوپرپوزیشن( ابرحالت گیریاندازه

 

1 2( )O O

 

(0.0975452 0.490393 ) 0001

(0.277785 0.415735 ) 0010

(0.490393 0.975452 ) 0011

( 0.490393 0.097545 ) 0000

i

i

i

i

 

 

 

 

 

 

1 2( )O l

 

(0.415735 0.277785 ) 0101

(0.0975452 0.490393 ) 0110

(0.415735 0.277785 ) 0111

( 0.415735 0.277785 ) 0100

i

i

i

i

 

 

 

 

 

 

1 2( )l O

 

(0.0975452 0.490393 ) 1000

(0.0.490393 0.0975452 ) 1001

(0.415735 0.277785 ) 1010

(0.0975452 0.490393 ) 1011

i

i

i

i

 

 

 



 

 

1 2( )l l

 

(0.277785 0.415735 ) 1101

(0.490393 0.975452 ) 1110

(0.277785 0.415735 ) 1111

( 0.277785 0.415735 ) 1100

i

i

i

i

  

 

 

 

 

 

شده در یریگ اندازهی ها حالت با(، احتمال متناظر 1در شزل )

ها از بالا به پایین به ترتیب از  . حالتاند شده  داده( نشان 1جدول )

 .اند شدههای نمودار متناظر  یلهمچپ به راست با 

میپههل  افهزار  نهرم در مثهال دوم، الگهوریتم شهر بهها اسهتفاده از     

( تجزیه 2در جدول ) شده ارائهی شده است. نتایج عددی ساز ادهیپ

بههرای  N=2596466813=27751*93563ی رقمهه  دهعههدد مرکههب 

بار اجهرای   2در ثبات، جهت  شده گرفتههای درنظر تعداد کیوبیت

چنین در ایهن جهدول تعهداد تزرارهها     . همدهد یمبرنامه را نشان 

  ارائهه نیهز   آمهده  دسهت  بهبرای انتخاب عدد تصادفی اولیه و مرتبه 

چنهین تعهداد   و هم آمده دست بهبودن زمان . نتایج تصادفیاند شده

تزرارهای لازم برای انتخاب عدد تصهادفی را کهه در جهدول بها *     

فوریهه   لیتبهد . الگهوریتم  دههد  یمی نشان خوب به، شده  دادهنشان 

ی خهوب  بهه ی متعامهد(  هها  یا چندجملهه )با اسهتفاده از   افتهی میتعم

 حال نیدرع. کند یملگوریتم تبدیل فوریه کوانتومی معمولی عمل ا

تری بهرای تعمهیم اسهتفاده از تبهدیل     نظری اهمیت بیش لحاظ از

 فوق خواهد داشت.

 

 (1شده جدول )یریگ اندازههای  احتمال متناظر با حالت (:9شکل )

 از اجرای الگوریتم آمده دست بهنتایج  (:2جدول )

 

 تزرار

1 2 

 مرتبه زمان )*( مرتبه )*(زمان 

L=78 42.510(2) 27750 25.459(3) 38850 

L=88 11.560(3) 40098 79.077(8) 12950 

L=98 119.075(12) 30750 203.113(19) 12062 

L=108 36.692(7) 40750 70.856(6) 40750 

L=128 29.859(8) 30750 52.291(3) 12062 

 

 

 شده متناظر با فازهای تخمین زده احتمال (:7شکل )

 شهده  زدهی تخمهین  فازهها (، احتمال متناظر بها   7در شزل )

. به این صورت کهه بهرای ههر    اند شده  دادهنشان  اجراهابرای همه 

و  آمده دست به ظاهرشدهحالت   یژهوسازی، بردار و مقدار  یهشبپنج 

دازه بهرای فهاز متنهاظر و انه     شهده  زدهیجه مقدار فاز تخمهین  درنت

( آورده 2دهد در جدول ) یمحالتی که احتمال رخداد آن را نشان 

تهوان دیهد کهه بها کهاهش تعهداد        است. با توجه به شزل می شده

، احتمال رخداد حالهت  (L)در ثبات  شده گرفتههای درنظر کیوبیت

احتمهال رخهداد    ،Lکند. با افزایش  در اجراها تغییر زیادی پیدا می
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تهری نشهان   در اجراهای مختلف تفهاوت کهم  شود و  تر میفاز بیش

همان چیزی است کهه انتظهار داریهم،     واقع دردهد و این  داده می

ی و خهوب  بهه توان در پنج اجرای متفهاوت   ینمگرچه این موضو  را 

 کامل نشان داد.   طور به

دربهاره سهرعت انجهام     تهوان  ینم L ییرتوجه داشت با تغ یدبا

تعهداد   یشبها افهزا   یطهورکل  بهه  یاظههارنظر کهرد. وله    سازی یهشب

 .یابد یم یشافزا سازی یهشب ی( زمان اجراL)مقدار  ها یوبیتک

 گیری یجهنت  -7

و مثبهت بها    یحاعهداد مرکهب صهح    یهه مقاله حاضر مسئله تجز در

 یتممطالعهه قهرار گرفهت. الگهور     مهورد  یاستفاده از رایانه کوانتوم

شد، از  یمعرف یکوانتوم های یانهرا یتر شر برایپ توسطکه  یهتجز

 ی. بخهش کوانتهوم  شود یم یلتشز یکو کلاس یدو بخش کوانتوم

 یهه فور یلو تبهد  یفهاز کوانتهوم   ینشر کهه شهامل تخمه    یتمالگور

 سازی نیاز یادهپ یاست برا یکوانتوم یزانی یو عملگرها یکوانتوم

 آن مهورد  یمو تعم یکوانتوم یهفور یلدارد. تبد یبه رایانه کوانتوم

 یهژه و بهه  یزهانی،  یدر ادامه عملگرها قرار گرفت. یو بررس مطالعه

و بها اسهتفاده از    یپهل افزار م نرمکمک با را  یکوانتوم یهفور یلتبد

و درهههم  ی. تههوازیمکههرد سهازی  یهشههب Open QUACSکتابخانهه  

است که در رایانهه   یکوانتوم های یانهرا یاساس یژگیدو و یدگیتن

 ،ییهها  بها اسهتفاده از کهت    یول یستندن سازی یادهقابل پ یککلاس

 یهری گ اندازه یکرد. برا سازی یهشب توان یرا م یدهدو پد ینا یجهنت

 یجنتها  ی. برخه یری گردیدکارگ به شده یاز توابع کتابخانه معرف یزن

شهده در   گرفتهه های صهورت   یریگ فاز و اندازه ینتخم سازی یهشب

 تهوان  یم یندهآ یها پژوهش یاند. برا شده  ها ارائه ها و جدول شزل

 یها مجههز کهرد و    یهز ن یعسر یهفور یلکتابخانه را با استفاده از تبد

 .      بخشیدتوسعه  تری بیشهایوبیتتعداد ک یبرنامه را برا
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