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 ها‌ای‌غالب‌تام‌گراف‌چندجمله

 2نسرین جعفری، *1سعید علیخانی

 دانشجوی دکتری، دانشگاه یزد -2 یار،دانش -1

 (50/50/50، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
برداری  نقشههای ارتباطی، چون شبکهها هم در علم گراف است که در بسیاری از زمینهترین موضوعات موجود نظریه غالب، یکی از مهم

را مجموعه غالب تام  Vاز مجموعه  S  است. یک زیرمجموعه  nگراف ساده با مرتبهG=(V,E) کاربرد دارد. فرض کنید  مسیریابیو  زمینی
گوییم و   را عدد غالب تام می Gهای غالب تام گراف  رین اندازه مجموعهتباشد. کوچک Sهمسایه یک راس در  Vدر   uگوییم، هرگاه هر راس

اخیراً مورد توجه  Gهای غالب تام با هر اندازه دلخواهی در گراف دلخواه  های غالب و مجموعهدهیم. تعداد مجموعه نشان می Gt)( را با  آن
) با نماد Gهای غالب تام گراف قرار گرفته است. تابع مولد تعداد مجموعه , )tD G xنشان داده شده و برابر با ،

= ( )
( , ) = ( , )

n i

t ti G
t

D G x d G i x
 شود که در آن  ای غالب تام نامیده می بوده که چندجمله( , )td G iهای غالب تام با  ، تعداد مجموعه

ای را مورد بررسی قرار خواهیم  چنین ریشه این چندجملهای پرداخته و هم است. در این مقاله به مطالعه این چندجمله از گراف  iاندازه
 داد.  
 

غالب تام یا عدد غالب، عدد غالب تام، چندجمله: یدیکلهای واژه

 1مقدمه -1
حلل  های غالب، یافتن راه نخستین دلیل تعریف و مطالعه مجموعه

منلدان   وزیر در یلک فله ه شلطرنس اسلت. ع قله      n برای مسأله
قلرن نلوزدهم، بلرای اوللین بلار ایلن        50 شطرنس در اروپا در دهه

مسأله را مطرح کردند که چه تعداد وزیر در یک فله ه شلطرنس   
های فه ه شطرنس یا بلا   توان قرار داد به طوری که همه مربع می

یک وزیر اشغال شوند یا حداقل با یلک وزیلر احاطله شلوند و در     
دیگر را نیز مغلوب نکنند. فه ه شلطرنس در   عین حال وزیرها یک

8 یک فله ه شلطرنس  الف(،  -1)کل ش 8    اسلتاندارد را نشلان
شده شده توسط وزیر دادههای احاطه مربع  دهد که در آن همه می
یک وزیر  ،اند. مطابق قوانین بازی شطرنس گذاری شده ع مت  با

عملودی و   به هر تعداد مربع دلخواه در فه ه بله فلورت افقلی،   
فه ه شطرنس یک مجموعه ب(  -1) قطری احاطه دارد. در شکل

هلای فله ه    دهد که وزیرها بله همله مربلع    وزیر را نشان می 6 از
 .شود کدام با دیگری مغلوب نمیشطرنس احاطه دارند و هیچ
های غالب در فه ه شطرنس، معلادل بلا    به بیان دیگر مسأله مربع

 به بیلان  ،G است. در گراف سادهمسأله رئوس غالب در یک گراف 

های غالب در فه ه شطرنس، معلادل بلا مسلأله     دیگر مسأله مربع

 

 alikhani@yazd.ac.ir: رایانامه نویسنده مسئول: *

)، G رئوس غالب در یک گراف است. در گراف سلاده  )S V G 

)است، هرگاه هر رأس G یک مجموعه غالب گراف )v V G  یا

باشلد.   S حداقل یلک رأس   باشد و یا همسایه S خودش متعلق به

 G را علدد غاللب   G های غالب گلراف  مجموعه  ترین اندازه کوچک

) گوییم و آن را با نماد می )G دهیم. نشان می 
 

 
 وزیر 8  ب( پاسخی به مسأله شدههای احاطه الف( مربع(: 1شکل )

G
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)را با G های مجموعه  خانواده همه )G دهلیم.   نشان می

را بلا  i بلا انلدازه   G هلای غاللب گلراف    چنین خانواده مجموعه هم

( , )D G i  دهلیم و  نشان ملی( , )d G i را | ( , ) |D G i   تعریلف

ی غالب ها تر در مورد مجموعهکنیم. برای کسب اط عات بیش می

هلای   شلود. مههلوم مجموعله    پیشنهاد می [1] و عدد غالب، مرجع

های پژوهشی کاربرد دارد. یکلی از ایلن    غالب در بسیاری از زمینه

ای از  ها مسأله شبکه ارتباطی است. شبکه ارتباطی مجموعه زمینه

تواند ارتبلا  برقلرار    هاست که در آن یک گره با گره دیگر می گره

گره به طور مستقیم به هم متصل باشند. برای  کند، هرگاه این دو

های دیگر،  فرستادن یک پیام مستقیم از یک مجموعه گره به گره

هلای   ای انتخاب شود کله گلره   لازم است که این مجموعه به گونه

دیگر حداقل به یک گلره از آن مجموعله متصلل باشلند. چنلین      

از  ای در گراف متناظر با شلبکه، مجموعله غاللب اسلت.     مجموعه

بلرداری   تلوان بله نقشله    های غاللب ملی   کاربردهای دیگر مجموعه

. از دیگلر انلوا    [6، 5، 4، 3، 2] اشاره نمود... زمینی، مسیریابی و

اعداد غالب که کاربرد نظامی هم دارد، علدد غاللب روملی گلراف     

است. تاریخچه عدد غالب روملی بله قلرن چهلارم ملی د، زملان       

گلردد. در آن   فرمانروایی کنستانتین، امپراتور روم باستان بلاز ملی  

زمان، کنستانتین برای دفا  از شهرهای قلمرو خود دستوور داد تا 

قد ارتش است، در همسایگی آن شهری با دو ارتش هر شهر که فا

وجود داشته باشد که اگر شهر اول مورد هجوم قرار گرفت، شلهر  

دوم بتواند ارتشی برای دفا  از آن شهر گسیل دارد بدون آن کله  

کلردن تعلداد کلل    شهر خود آسیبی ببیند. حال موضلو  کمینله   

 . [1]رح شد ها مطها بود و این چنین عدد غالب رومی گراف ارتش

تلرین   پیچیدگی طراحی الگلوریتم بلرای پیلداکردن کوچلک    

هللای غالللب در یللک گللراف منجللر بلله ب لل  در مللورد  مجموعلله

. شلود  بلودن ایلن مسلأله ملی    کامل NP-پیچیدگی م اسباتی و

اوللین کسلی بلود کله نشلان داد پیلداکردن       ( Johnsonجانسون)

 .[1،1] کامل است NP-   مجموعه غالب

های غالب یک گلراف بلرای اوللین بلار     مساله تعداد مجموعه

توسط سعید علیخانی در پایان نامه دکتری ایشان مورد توجه قرار 

ای را معرفی کرد کله ضلرایبش تعلداد    جمله . وی چند[8]گرفت 

ای غاللب نامیلد.   را چندجملههای غالب گراف است و آنمجموعه

)، Gف گرا ای غالب چندجمله , )D G x تعریلف  زیلر   ه فلورت ، بل

 :شود می

( )

( , ) = ( , )

= ( )

V G

i
D G x d G i x

i G
                   (1)  

)که در آن، منظور از , )d G i های غالب گراف تعداد مجموعه

)، Gفگرا ای غالب . چندجمله[8-11]است  iبا اندازه  , )D G x ،

هللای غالللب آن گللراف اسللت. ایللن   تللابع مولللد تعللداد مجموعلله

های دیگر وابسته به گراف ملورد   ای ای مشابه چندجمله چندجمله

  م اسلبه  ،توجه پژوهشلگران قلرار گرفتله اسلت. بله طلور کللی       

)بودنکامل -NPبه دلیل Gای غالب یک گراف چندجمله )G

توان فرمول  ها می های خاص از گراف دشوار است. اما برای خانواده

Gای غاللب بله دسلت آورد. در گلراف     فری ی برای چندجملله 

)های ریشه , )D G xغالبهای  را ریشهG [. مجموعه 9نامند ] می

)های مجزای ریشه , )D G x را با( ( , ))Z D G x دهلیم.   نشان ملی

جا که انوا  مختلهی از اعداد غالب معرفی شده است، مشلابه  از آن

تلوان مسلاله تعلداد     های غالب معمولی، ملی  مساله تعداد مجموعه

های غالب از انوا  دیگلر را مطلرح نملود. در ایلن مقالله       مجموعه

های غالب تام گراف را در نظر ملی گیلریم و تلابع     تعداد مجموعه

ای غالب تام گراف نامیده شده و بله  مولد این اعداد که چندجمله

فورت
 

( , ) = ( , )= ( )
in

D G x d G i xt ti Gt
 شود را  تعریف می

ن نتللایجی در مللورد چنللیمللورد مطالعلله قللرار خللواهیم داد. هللم

 ای بیان خواهد شد.  های  این چندجمله ریشه

 هاای غالب تام برخی گرافچندجمله -2

ای غاللب  های چندجملله  در این بخش به مطالعه برخی از ویژگی

در تلر  ها خواهیم پرداخت. برای مطالعله بلیش  تام برخی از گراف

=های رأسی و یالی زیر برای گراف از عملمقاله ادامه  ( , )G V E  
های مربو  به نظریه  کنیم که به طور مشترک در متن استهاده می

v. فرض کنید[13و  12، 18]شوند  گراف یافت می V   یلک رأس

e=و uv یک یال گرافG ت.اس 

G: حذف رأس vدهنده گراف به دست آملده از نشانG   بلا

 ت.اس v های واقع بر و همه یال v حذف رأس

: انقباض رأس /G vگراف به دست آمده از  دهندهنشانG   بلا

هللای  از همسللایه و افللزودن یللال بللین هللر جهللت v حللذف رأس

کله   Gگراف به دست آمده از ،است. به عبارت دیگر v غیرمجاور

)همه رئوس در )N v انلد و سلپر رأس   دیگر وفل شده به یک v 

 ست.حذف شده ا

: برداشتن همسایگی بسته رأس [ ]G N v دهنلده  نشلان

 با حذف همه رئوس در همسایگی بسته Gآمده ازگراف به دست 

v ت.هاس های واقع بر آن و همه یال 

G: حذف یال eگراف بله دسلت آملده از     دهندهنشانG   بلا

 ست. ا e حذف یال

: انقباض یال /G eگراف بله دسلت آملده از     دهندهنشانG   بلا

 .برهم است eی ها کردن پایانهو یکی e حذف یال

=فرض کنید  تعریف: ( , )G V E  یک گراف ساده است. در این

را غالب تام گوییم، هرگاه هلر   vاز مجموعه  Sفورت زیرمجموعه 

 باشد.  Sیک راس در   همسایه vدر  uراس 
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را عدد غاللب   Gهای غالب تام گراف  ترین اندازه مجموعهکوچک 

 دهیم.    نشان می Gt)(گوییم و با  تام می

را بلا   Gاز گلراف    iهای غالب تام با اندازه تعداد مجموعه تعریف:

)نماد  , )td G iهای غاللب  ، نشان داده و تابع مولد تعداد مجموعه

 شود: ، به فورت زیر تعریف میGتام گراف 

( , ) = ( , )

= ( )

n
i

D G x d G i xt t
i Gt
                        (2)  

 نامیم. می Gای غالب تام گراف را چندجملهکه آن 

  م اسللبهای اسلت کله بلرای     تلرین رایطله   ، اساسلی 1  قضلیه 

 ای غالب تام گراف بیان شده است. چندجمله

=فرض کنیلد ، [14]: 1قضیه  ( , )G V E   یلک گلراف وu V

 راسی از این گراف است. در این فورت خواهیم داشت: 

( , ) = ( , ) ( / , )

2
( [{ , }], ) (1 ) ( , )

( )

D G x D G u x xD G u xt t t

x D G N u v x x p G xut
v N u

 

   


 

)کله در آن،   , )up G x   ای اسلت کله تعلداد     چندجملله یلک

 uای از که شامل هیچ همسلایه  G-uهای غالب تام گراف مجموعه

 شمارد.نیستند را می

=اللف( فلرض کنیلد    ،[14]: 2قضیه  ( , )G V E   یلک گلراف و

,u v Vرئوسلللی از گلللرافG   هسلللتند  بللله طلللوری کللله

[ ] [ ]N v N u  بازگشللتی زیللر بللرای    در ایللن فللورت رابطلله

 ای غالب تام گراف برقرار است: چندجمله

( , ) = ( , ) ( / , )

2
( [{ , }], ).

( )

D G x D G u x xD G u xt t t

x D G N u w xt
w N u

 

 


            (3)  

u,ب( اگر v V    دو راًس نامجاور بلا شلر( ) ( )N v N u  از

 گاه داریم: باشند. آن Gگراف 

( , ) = ( , ) ( / , )

2
( [{ , }], ).

( ) ( )

D G x D G u x xD G u xt t t

x D G N u w xt
w N u N v

 

 
 

          (4)  

تلوان   ، ملی 2با استهاده از روابط بازگشتی موجلود در قضلیه   

 را م اسبه کرد. Pnرأسی   nای غالب تام گراف مسیر چندجمله

 داریم: n≥5های مسیر از مرتبه  برای گراف: 3قضیه 
2

( , ) = ( , ) ( , )1 3

2
( , ).4

nD P x D P x x D P xt t tn n

x D P xt n

 

 

        (5)  

 vهمسلایه   uو Pnبرگلی از گلراف مسلیر     vفرض کنید  اثبات:

 داریم: 2است. در این فورت بنابه قضیه 

( , ) = ( , ) ( , )1 1

2
( [{ , }], ).

( )

D P x D P K x xD P xn nt t t n

x D G N u w xt
w N u

  

 


   (6)  

 بنابراین: 
2

( , ) = ( , ) ( , )1 3

2
( , ).4

D P x D P x x D P xnt t tn n

x D P xt n

 

 

 (1    )  

=فرض کنید :8قضیه  ( , )G V E  یک گراف از مرتبله  n   .اسلت

 در این فورت خواهیم داشت:
( )

( , ) = ( 1) ( 1) .
n N SS

D G x xt
S V


  


         (8)  

) دانیم که : میاثبات 1)
n

x  هلای   تابع مولد تعداد زیرمجموعه

Sاست. از طرف دیگلر، بلرای هلر زیرمجموعله      Gرئوس V ،
( )

( 1)
n N S

x


 هلایی از رئلوس    تابع مولد تعداد زیرمجوعهG 

ندارنلد. حلال بلا اسلتهاده از افلل       sای در  است که هیچ همسایه

 شود. طرد، اثبات کامل می -شمول

ای غاللب تللام یلک گللراف را بللا    رابطلله بلین چندجمللله  5قضلیه  

 دهد. ای غالب تام مکمل آن گراف، نشان می چندجمله

 داریم: nاز مرتبه  Gبرای هر گراف : 5قضیه 

11 1
( , ) ( , ) ( 1) .

n n
D G x x D G x xt t

x

 
          (9)  

 است. Gدهنده مکمل گراف نشان Gکه در آن، 

 برای این منظور ضرایب اثبات:
k

x   را در دو طرف نامسلاوی در

 گیریم. کافی است نشان دهیم: نظر می

1
( , ) ( , 1) .

1

n
d G k d G n kt t k


   



 
 
 

           (18)  

1kبه ازای انتخاب  هر    1رأس ازn   رأس گرافG   سله

 دهد: حالت ممکن است رخ 

1k( این 1     رأس با رأس دیگر گراف یک مجموعله غاللب

است، در حقیقت در این حالت بله یلک مجموعله     Gتام از گراف 

)هلا  ایم که تعداد آن عضوی رسیده kغالب تام  , )d G kt   خواهلد

 بود.

2 )1n k      رأس دیگر، یک مجموعه غاللب تلام از گلراف

G  هللا، مجموعللهگونلله  اسللت کلله در ایللن فللورت تعللداد ایللن

( , 1)d G n kt   .خواهد بود 

 ( هر دو حالت رخ دهد.3
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 بنابر افل جمع حکم برقرار است.

ای غاللب   تلوان بلرای چندجملله    ای را ملی  چنین نتیجه مشابه هم

 ها بیان نمود. گراف

 داریم: nاز مرتبه  Gبرای هر گراف : 6قضیه 

1
( , ) ( , ) ( 1) .

n n
D G x x D G x

x
                    (11)  

 است. Gمکمل گراف  Gکه در آن، 

 دهیم: نشان می 5مشابه با اثبات قضیه  اثبات: 

( , ) ( , ) .
n

d G k d G n k
k

  
 
 
 

 

برای این منظور به این نکته توجه کنید که بله ازای انتخلاب   

 سه حالت ممکن وجود دارد: Gرأس از گراف  kهر 

 است. Gرأس یک مجموعه غالب از گراف  k( این 1

2)n k  رأس دیگر یک مجموعه غالب از گرافG .است 

 با هم رخ دهند. 2و  1( حالت 3

 شود. در نتیجه، حکم حافل می

دقیق است. به عنوان مثلال،   6توجه کنید که نامساوی قضیه 

 دهد. کامل رخ میهای  تساوی برای گراف

 xای غالب و یا غاللب تلام گلراف بله جلای       اگر در چندجمله

های غالب و یا غالب تلام   را قرار دهیم تعداد کل مجموعه 1مقدار 

نتیجه  x=1نیز با قراردادن  6و  5آیند. از قضیه  گراف به دست می

 زیر به دست می آید: 

 داریم: nاز مرتبه  Gالف( برای هر گراف  :9نتیجه 

1
( ,1) ( ,1) 2 .

n
D G D Gt t


                        (12)  

 داریم: nاز مرتبه  Gب( برای هر گراف 

( ,1) ( ,1) 2 .
n

D G D G                             (13)  

ای غالهب تهام برخهی ا     های چندجملهه ریشه -2-1

 ها گراف
برخلی    کننلده هلای یلک گلراف ملنعکر     ای های چندجمله ریشه

مهم در مورد گلراف هسلتند. در ایلن بخلش، ابتلدا بله       اط عات 

هلا و سلپر بله     ای غالب تلام برخلی از گلراف    م اسبه چندجمله

پردازیم. برای این منظور بله تعلاریف و    ها می های آن بررسی ریشه

 قضایای زیر توجه کنید:

ای غاللب تلام گلراف        هلای چندجملله   ریشه Gدر گراف  تعریف:

G، ( , )D G xt های غالب تلام   را ریشهG  نلامیم و مجموعله   ملی  

)هللای مجللزای  ریشلله , )D G xt  را بللا( ( , ))Z D G xt  نشللان

 دهیم. می

با یلک   3Cنسخه از گراف دور  nگرافی که از به هم پیوستن 

( یا friendshipشود را گراف دوستانه ) رأس مشترک ساخته می

هلیم.   نشان می د Fnآسیاب بادی هلندی نامیده و آن را با نماد 

را مشلاهده   Fnو  2F،3F،4F  های دوستانه ( گراف2در شکل )

 کنید. می

 

 
 

 .nFو 2F،3Fهای دوستانه از چپ  گراف(: 2شکل )
 

 ، داریم:nبرای هر عدد طبیعی  ]15[: 4قضیه 

2 2
( , ) ( 1) .

n n
D F x x x x xnt                      (14)  

، گلراف  nبرای اعداد طبیعی به قدر کلافی بلزر     ]15[: 7قضیه 

  یک ریشه غالب تام حقیقی در بازه Fnدوستانه  , ln( )n n  

 دارد.

2برای  Fnریشه های غالب تام گراف دوستانه (: 3شکل ) 30n  
 

غالب تام های  دهد که از ل اظ قدرمطلقی ریشه نشان می 9قضیه 

تلر  توانلد بلزر  شلود. بلرای مطالعله بلیش       به انلدازه کلافی ملی   

ها  های آن مطالعه برخی از یال های غالب تام و ریشه ای چندجمله

هلا را مطالعله    جا برخی از این گونه یلال  مهید خواهند بود. در این

 خواهیم کرد.  

e یال تعریف: E از گراف ( , )G V Eاثلر یلا    را یک یال بی

 نامیم، هرگاه: ای غالب تام می ربط برای چندجمله بی
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 ( , ) ( , )D G x D G e xt t . 

ای  دسلت آوردن چندجملله   های بی اثر کلار ملا را در بله     یال

شلرطی کلافی    18کنند.  قضیه  ها ساده می غالب تام برخی گراف

هلای غاللب    ای در چندجمله G گراف اثربودن یک یال از برای بی

 تام گراف است.

) فلللرض کنیلللد : 11قضهههیه  , )G V E   یلللک گلللراف و

{ , }e u v E  یالی از گراف G   است. در این فورت اگلرu  و

v گاه یال  گاهی مجاور باشند، آن با رئوس تکیهe اثر از  یک یال بی

اسلت. )هلر راس مجلاور بلا رئلوس درجله یلک را رأس         Gگراف 

 نامیم(. گاه می تکیه

}فرض کنید  اثبات: , }e u v E    یالی از گلرافG ،u  وv   بله

مجاورند. در این فلورت هلر    2wو  1wگاه  ترتیب با رئوس تکیه

اسلت و   2wو 1wشامل رئوس  Gزیرمجموعه غالب تام از گراف 

، ت ت هر مجموعله غاللب دلخلواه    eدر نتیجه رئوس واقع بر یال

شللوند و در نتیجلله  پوشللش داده  مللی 2wو 1wتوسللط رئللوس 

)اثر است. بنابراین  بی vو  uمجاورت بین  , ) ( , )D G x D G e xt t  

 اثر است. یالی بی eو یال 

ای غالب تام  ، چندجمله18  در این قسمت، با استهاده از قضیه

 کنیم. ها را م اسبه می های گراف خانوادهبرخی از 

، H(3)، گلراف  nاز مرتبله   Hبرای هلر گلراف دلخلواه     تعریف:

به  هر  3Pگراف حافل از چسباندن راس پایانی یک گراف مسیر 

 است. Hرأس گراف 

 
 H(3)گراف(: 8شکل )

 :، داریمnاز مرتبه  Hبرای هر گراف دلخواه  :11قضیه 

2
( (3), ) ( 2) .

n n
D H x x xt                              (15)  

، هلر یلال   H(3)و سلاختار گلراف    18با توجه به قضیه  اثبات:

بلا رئلوس       Hاثلر اسلت، زیلرا رئلوس گلراف       یک یال بی Hگراف 

v گاهتکیه i  (، بنابراین داریم:4مجاورند )شکل 

( (3), ) ( ( , )) .3
n

D H x D P xt t                          (16)  

3که با توجه به این 2
( , ) 23D P x x xt   حکم برقرار است 

ای  چندجمله  ها و م اسبه دیگری از گراف  حال به معرفی خانواده

 پردازیم. میها  غالب تام آن

) یک تعریف: , )n k- ،ترقه( , )f n k    گلراف حافلل از لینلک ،

S عدد ستاره nیک بر  از  k  (.5با هم است )شکل 

3kو  nبرای اعداد طبیعی  :12قضیه   :داریم 

1
( ( , ), ) ( ( 1) ) .

k n
D f n k x x x xt


                   (11)  

) تمام رئوس گرافاثبات:  , )f n k( ،3k  که با هم لینک )

گاه  که رئوس تکیه های ستاره مجاورند گراف مرکزی رأس با اندشده

اثر است  ها بی های بین آن یال 18هستند و در نتیجه بنابه قضیه 

 و داریم:

( ( , ), ) ( ( , )) .
n

D f n k x D S xt t k                       (18)  

 از طرفی داریم:

1
( , ) ( 1)

k
D S x x x xt k


  

 

 شود. و لذا نتیجه حافل می

)) ها گراف از خانواده این تام غالب های ریشه نتیجه: , )f n k

3k ها برای و مرکز 1 ای به شعا   ( بر دایره( 1, 0)  واقع

 است.  شده

 

)گراف (: 5شکل ) , )n k- ،ترقه( , )f n k 
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