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  یسکوزیتهو جواب و سامانهاختلال در  یکرابطه امکان کنترل 

  یبا مشتقات جزئ یفرانسیلمعادله د یک

 * نژاد یدیسع یهسم

 یراندانشگاه علم و صنعت ا یار،استاد -1

 (50/50/50، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
تواند به عنوان یک ها و حفظ سامانه در یک فضای امن، میدر آن که امکان کنترل اختلال ای از ارتباط مسائلیدر این مقاله ابتدا مقدمه

تر از یک مدل شود. سپس با جزئیات دقیقمدل ریاضی ارائه شده و ارتباط آنالیز امنیت سامانه با نوع خاصی از معادلات دیفرانسیل بیان می

ژاکوبی  -ای خاص از نوع همیلتونهای ویسکوزیته معادلهز جواببا آنالی هایی که منجر به امنیت سامانهبه ارتباط مجموعه انتخاب یک بعدی

  .پردازیمدارد؛ می

 

.یسکوزیتهجواب و ی،ژاکوب -یلتونهم یفرانسیلمعادله د ی،با مشتقات جزئ یفرانسیلمعادله د ها،یباز یفرانسیلید یهنظر: یدیکلهای واژه

 1مقدمه -1
ه مطالع ه بتت رین   ای از ریاضیات است که ب  حوزه 1هاینظریه باز

پ ردازد.  های موجود در یک س امانه م ی  رفتار در قالب محدودیت

ها و رفتارهای خارج از یابد که انتخاباین رفتار زمانی اهمیت می

بینی سایرین، بتوان د خروج ی س امانه را تریی ر ده د. ای ن       پیش

ت وان در بس یاری از مس ائل ک اربردی در     گویش از مسئله را م ی 

چن ین در  ل کنترل در متندسی مکانیک و برق و هماقتصاد، مسائ

ه ای مختل     ری زی ییرخط ی مس ائل مختلف ی از ش اخه     برنامه

ه ا،   که از جمل ه در ب ازی   2های برخطمتندسی صنایع و الگوریتم

سامانه های امنیتی و ... کاربرد دارند مطرح نمود. به عنوان مث ال  

تلف ی ک ه در ای ن    توان به عنوان مسائلی مخرا می [1-7]مقالات 

تر چنین جتت اطلاع دقیقشوند، معرفی نمود. همقالب مطرح می

های دینامیکی ک ه ب ه دنب ال تعی ین     ها در سیستماز نظریه بازی

ک ردن تص میمات،   مسیری برای دریافت نتیجه مطلوب ب ا لح ا   

ه ای  اختلالات و یا اقدامات سایرین در سامانه که م ثلا  در ح وزه  

های هکر نیز باشد؛ ب ه  تواند شامل حملهها میتامنیتی این دخال

 دهیم.ارجاع می [8]مرجع 
تر به بحث، کلیت مسئله امنیتی در ابتدا برای ورود دقیق

را به صورت عمومی زیر  [2]شده در مرجع الکترونیک مطرح

 

 Ssaiedinezhad@iust.ac.ir: رایانامه نویسنده مسئول:  *
1- Game theory 
2- Online algorithm  

مطرح می کنیم.  فرض کنید تراکنش پویای بین سیگنال رفت و 
ای از مند منتج به مجموعهبرگشت در یک دستگاه کنترل هوش

های ورودی از معادلات دیفرانسیل شده باشد که در آن سیگنال
یک هکر یا خطاهای سیستمی و بنابراین تمتیدات کنترلی 

ریز را هم با پارامترهایی لحا  کرده باشیم. مجموعه برنامه
ای به فرم معادلات مورد بحث را به صورت دستگاه  معادله

  

  
که                       معرف زمان،   ست که در آن ا        

                     ،      
      هک 

-نگاشتی معلوم می             و                

هایی است که در ناظر به کمیت   های باشد. در این مدل مولفه
قابل قبولی که به آن یک عملکرد مطلوب از سامانه در دامنه 

ها مربوط به    کند و می گوییم، ترییرسامانه می  3فضای امن
بینی از سوی محیط یا هکرها و یا های خارج از پیشانواع سیگنال

ریز است. اگر برای دستگاه معادلاتی موارد کنترلی برنامه
  

  
ر در نظ        شرط اولیه       به ازای         

-ها در زمان راهدهنده وضعیت سیگنالگرفته شده باشد که نشان

شود گونه مطرح میاندازی سامانه است، مسئله امکان کنترل این
که انتخاب این شرط اولیه در این که جواب دستگاه معادله در 

همواره در فضای امن    های تابع ریم مولفهلحظات بعدی علی
-توان شرط اولیه را در لحظه راهقرار گیرد، چقدر است؟ آیا می

ای انتخاب نمود در اندازی و یا حتی در لحظات بعدی به گونه
لحظات پس از آن جواب سامانه در فضای امن جواب ها قرار 

 

3- Safe set 
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 گیرد؟ 

قرارگرفتن جواب دستگاه  تعبیر شتودی امکان کنترل و
معادلاتی در فضای امن مورد نظر، در مسائل مختل ، متفاوت 

را در نظر  [4]شده در مقاله طور مثال، اگر مسئله مطرحاست. به 
ای یک هواپیما بگیریم که نیروهای واردشده بر چگالی جرم نقطه

شده در آن معرف ارتفاع و سرعت  مطرح   های است که مولفه
شامل سرعت باد، زوایای هواپیما    های هواپیما است و مولفه

نه موتور و ... است و مسئله نسبت به زمین و جتت باد و تکا
ای امکان کنترل یعنی سرعت اولیه و ارتفاع مطلوب اولیه به گونه

که امکان کنترل دارد، در    هایی از باشند که با کنترل  مولفه
ریم تاثیر تمام لحظات، پس از تثبیت نسبی ارتفاع هواپیما، علی
هواپیما با  نیروهای ییرقابل کنترل نظیر باد و جاذبه بر هواپیما،
 سرعت و ارتفاع متریر در یک دامنه امن حرکت کند.

 مدل ریاضی -2

جتت امکان ادامه بحث از منظر ریاضی، تعاری ، مفروضات و 

محدودیت های دستگاه معادله  با مشتقات جزئی  از مرتبه اول 
  

  
 را به صورت زیر در نظر بگیرید:        

        ،      ( به ازای یک  1

2 )                       

 1لیپشیتس خاصیت با تابعی                 ( 3

نسبت به مولفه اول و پیوسته نسبت به مولفه دوم خود است که 

 .   است که    ای از زیر مجموعه فشرده  در آن 

است که از آن با عنوان فضای    ای از زیرمجموعه فشرده  ( 4

 کنیم.اد میها یامن جواب

5 )𝔘
     

به       از بازه   2پذیرخانواده تمام توابع لبگ انتگرال 

 می باشد.   

،  حال دستگاه معادله مرتبه اول زیر که وابسته به زمان اولیه 

 است به صورت زیر در نظر بگیرید:  و تابع    تابع جواب اولیه 

          {
     

  
  (         ) 

       

}   (1              )  

( از مبانی نظریه معادلات دیفرانسیل   3با توجه به فرض )

𝔘                  دانیم به ازای هر می
     

مسئله  

                 دارای جواب منحضر به فردی چون،          

را            ای را که مسئلهاست. لذا مجموعه شرایط اولیه

ها در به بعد جواب  کنند )یعنی از لحظه پذیر میییرقابل آسیب

گیرند(؛ با عنوان مجموعه قرار می  هر لحظه در فضای امن 

 به صورت زیر تعری  می شود:         

 

1- Lipschitz  

2- Lebesgue integrable 

         {
         𝔘          

             
} (2 )                

                    گاه آن      که اگر واضح است 

.  به همین دلیل،                  ،    پس به ازای هر 

کنند؛ چرا اکتفا نمی         در آنالیز کنترل صرفا  به محاسبه 

رود دامنه شرایط اولیه ییرقابل که با گذشت زمان انتظار می

در بسیاری از موارد این توسعه از  پذیر افزایش یابد و البتهآسیب

 شود.لحظاتی به بعد متوق  یا کند می

ک   ه در آن               گ   زاره منطق   ی  :1-2لممم  

توان با تعری   ت ابع   را می                       

به ص ورت زی ر بی ان     {           }                 

 کرد:

             (3                   )  
 

شده در لم قبل کراندار تعری    اگر بخواهیم تابع  :2-2تبصره 

تابع را به شکل  Kتوان از یک جایی به بعد، در اطراف باشد، می

 پیوسته ثابت گرفت.

  لزوما  یک حجره   را که در آن  1-2تر لم صورت کلی

 شود.بعدی نباشد، صورت زیر بیان می

     که در آن               گزاره منطقی  :3-2ل  

 توان با تعری  تابع:را می

                       |   |    }  
 

 به صورت زیر بیان کرد:

             (4                    )  

 : نتیجه به صورت زیر خواهد بود:4-2نتیجه 

         {
         𝔘           

               
} (5           )     

 

روش ن   ی ر ز یهقض            ی و تعر 4-2 یجهبا توجه به نت

 است.

  اگر :8-2قضیه 

                 𝔘     
 گاهآن                        

         {               }  

نوع خاصی از معادله دیفرانسیل با  ارتباط با  -3

 مشتقات جزئی

های را به صورت جواب   ای تابع گیرکنندهشکل یافلبه ادامه در

خاصی از یک معادله دیفرانسیل که به آن جواب ویسکوزیته    

کنیم. به منظور ورود به این بحث تعاری  و گویند؛ معرفی میمی

 .کنیمرا بیان میقضایای مقدماتی آن



   87                      نژاد  یدیسع یهسم : یبا مشتقات جزئ یفرانسیلمعادله د یک یسکوزیتهاختلال در سامانه و جواب و یکرابطه امکان کنترل 

 

 

را یک جواب   نواخت : تابع کراندار و پیوسته یک1-3تعریف 

 ویسکوزیته از معادله با شرط اولیه: 

𝔭
 
 {

                                    

                                                              } (8)   
    

توابعی معلوم        و           آن،  در که

 ج( در زیر درست باشد: –نامیم هرگاه موارد )ال هستند، می

شرط اولیه معادله را برقرار سازد، یعنی به ازای   )ال ( تابع 

 .           ؛      هر 

، اگر               )ب( به ازای هر تابع هموار 

                  در نقطه  موضعی دارای بیشینه    

 گاه: است، آن

                            (7              )  

    اگر                ج( به ازای هر تابع هموار 

است،                   دارای کمینه موضعی در نقطه 

 گاه: آن

                           (8 )                  

𝔭بدیتی است که هر تابع جواب از معادله  :2-3تبصره 
 

به این  

نواخت معنی که معادله را برقرار ساخته و کراندار و پیوسته یک

یک جواب وسکوزیته از معادله است و بنابراین تعری  جواب  باشد،

تر از جواب کلاسیک و حتی جواب ویسکوزیته تعریفی ضعی 

𝔭عادله ضعی  م
 

است. در این خصوص برای کسب جزئیات  

 دهیم.ارجاع می  [11-9]تر، به بیش

اگر مسئله با شرط انتتایی بیان شده باشد یعنی : 3-3تبصره 

𝔭مسئله 
 

𝔭به جای مسئله  
 

به صورت زیر مطرح باشد: 
   

 

𝔭
 
 {

                                   

                 } (9 )     

    

𝔭جواب ویسکوزیته معادله   جایی که گاه از آنآن
 

است اگر و  

جواب ویسکوزیته معادله با                  فقط اگر 

 شرط اولیه،

(11) 

{
                                   

                                                              }  

های )ب( و )ج( در تعاری  جواب ویسکوزیته باشد؛ پس در قسمت

𝔭نظیر معادله با شرط انتتایی 
 

های موجود های نامساویجتت 

 گردد.در بندهای )ب( و )ج( معکوس می

برقرار باشند؛ اگر  1-5 کنید مفروضات فرض :4-3قضیه

باشد،    1-1شده در قضیه مطابق با تعری  ارائه          

جواب ویسکوزیته منحصر به فرد مسئله با شرط انتتایی   گاه آن

 زیر است:

(11) 

{

           {                      }    

                                                                        

                                                        
  

}   

قضیه فوق را در مورد یک حالت خاص و ساده از مسئله 

شود، کنترل امنیت دستگاه خطی که  در بخش بعدی بیان می

 دهیم.ادامه می

 آنالیز یک مسئله یک بعدی -4 

 مسئله یک بعدی زیر در نظر بگیرید:

       {
  

  
                  

      
} (12)                                      

که         و         در این مسئله فرض کنید 

دارای جواب منحصر به        است که مسئله  واضح.      

∫             است که در واقع           فرد        
 

 
  .

 بنابراین داریم:

(13) 

                 {  ∫       
 

 
       ∫       

 

 
}  

 
    |     (  ∫       

 

 
)|

 
  

   

 
 |           |   

 

   که در آن، 
      

 
∫         و         

 

 
. واضح 

𝔘  است که به ازای هر 
     

 ،           ∫       
 

 
  

 یم:بنابراین دار

(14) 

          |           |  

                             {
 ∫       

 

 
              ∫       

 

 
    

                                     ∫       
 

 
      

   

} 

  

 و لذا داریم: 
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(15) 

                         

 

{
 
 

 
  

   

 
    ∫       

 

 

           ∫       
 

 

    

   

 
                                      ∫       

 

 

      

   }
 
 

 
 

  

 معلوم، قرار می دهیم:   و   به ازای 

(18)     ΣΓ  𝔘      Σو  {  𝔘      ∫       
 

 
     } 

؛ واضح           ،         جا که به ازای هر از آن

           اگر  و       𝔘 گاهآن            اگر است

Γگاه آن  𝔘      و در ییر این دو صورت Γ Σ      ؛ لذا

       Γ  و       Σ:بنابراین داریم . 

(17) 

                𝔘     
                          

   {        Γ                               Γ                      )

     {
   

 
           

   

 
   } 

     {              }  

 شود:طور که مشاهده میهمان

                 {       } (18)                 

را برای تابع  1-3رایط )ب( و )ج( در تعری  حال تحقق ش

 کنیم.بررسی می          

دارای بیشینه موضعی باشد،         در نقطه     اگر 

)مثلا  به         های به اندازه کافی نزدیک به      پس به ازای 

δ   یک ازای
       که هایی      و  

        
  δ

 
  )

 داریم:

                               (19 )             

 بنابراین داریم:

(21)                                               

 داشته باشیم:  θ  به ازای یک  فرض کنید

              {                       }   θ (21) 

        

داریم:                        در این صورت اگر   

                                 θ  (22        )  

 گاه:آن            که اگر 

                        θ (23)              

 گاه: آن            و اگر 

                       θ (24)                

( 23که به کلیت استدلال خللی وارد آید، نامساوی )بدون این

 گیریم.را درنظر می

( در یک  23هموار است، نامساوی )  جایی که تابع از آن

قرار است و لذا نیز بر        همسایگی به قدر کافی کوچک از 

δ
 

 δ
 

کنیم که اگر                       ای انتخاب میرا به گونه 

      
        

  δ
 

 داشته باشیم: 

                  θ (25)                   

        نواخت حال تابع پیوسته یک
را درنظر بگیرید که      

               داریم: 
های به قدر کافی   پس به ازای         

 داریم:   نزدیک به 

         
       

        
  δ

 
(28)          

 و لذا:

  (        
     )     (        

     )   θ (27)                  

 داریم:     با توجه به رابطه 

 (        
           )            
          (        

           )            

                                 ∫
  (             )

  

    

  
    

 ∫   (        
     )     (        

     )
    

  
    

  θ                  

(28) 

 از طرفی داریم:

(29) 

            {                 }    
   {                                 
 }   
     {                           }  

  (        
           )  

 

( در تناقض است بنابراین در این مرحله ثابت 28که با رابطه )

 شود: می

             {                       }   (31)     

جا تحقق شرط )ب( را با فرض:تا این        

                       (31)                             
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                         ایم. اما اگر ثابت کرده

. لذا به θ           برقرار باشد خواهیم داشت:      و 

 ،   ازای مقادیر به قدر کافی کوچک 

(32                         )             θ 

 داریم:     بنابراین با توجه به 

(33) 

                                               

                                           ∫
        

  
  

    

  
  θ     

  ، واضح است که تابع       از طرفی با توجه به تعری  

در تناقض است. بنابراین      صعودی است که با   نسبت به 

در این مرحله به اتمام   3-1اثبات تحقق شرط )ب( از تعری  

 رسد.می

توان تحقق شرط )ج( را بررسی ک رد ک ه   به طریق مشابه می

 کنیم.پوشی میبه جتت اختصار از ارائه اثبات آن چشم

 گیرینتیجه -8

ئله کنترل مطرح          بسیاری از مسائلی که در قالب یک مس

ها توابعی    شوند، اگر توابع درگیر در رفتار دینامیک آنمی

ها را رفتار باشند، مسئله امکان کنترل اختلال در سامانه آنخوش

ای از نوع           های معادلهتوان با آنالیز نوع خاصی از جوابمی

به معادله و  با شرط اولیه یا شرط انتتایی که 1ژاکوبی -همیلتون

یافتن مجموعه شرایط  شود؛ بررسی نمود.فضای امن آن نظیر می

های هایی با ابعاد بالا و دستگاهاولیه امن برای سامانه در مدل

ییرخطی بسیار سخت و دشوار است که در این صورت کارکرد 

در این مقاله مطرح  3-4معادلات دیفرانسیل که در قالب قضیه 

 .شد، مشتود خواهد بود
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