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    یکسر یفرانسیلد -در حل معادلات انتگرال یبرنول یها یاجملهکاربرد چند

 *2یاردوخان یداله، 1یعیرب یکبر

 دانشگاه الزهرا )س( یاضی،استاد دانشکده علوم ر -2دانشگاه الزهرا )س(  یاضی،دانشکده علوم ر یدکتر یدانشجو -1

 (50/50/50، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
های برنولی معرفی می شود. سپس به کمک این ماتریس ایلیوویل برای چندجمله –در این مقاله، ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ریمان

ولترای کسری به یک  – دیفرانسیل فردهلم –لات انتگرال ترین مربعات، معادهای برنولی و روش کمایعملیاتی انتگرال، خواص دیگر چندجمله
گرایی روش در باشد. در ادامه، همشده برای حل این دستگاه، روش تکراری نیوتن میشود. روش استفادهدستگاه جبری غیرخطی تبدیل می

 گیرد.می حل معادلات مذکور بررسی شده و با ارائه نتایج عددی، دقت و کارایی روش مورد ارزیابی قرار

 

-کم یبتقر ی،کسر یفرانسیلد -معادلات انتگرال یی،گراهم تجزیه و تحلیل یاتی،عمل یسماتر ی،برنول هایایچندجمله: یدیکلهای واژه

   مربعات. ینتر

 1مقدمه -1
ای از طی نامهه  5961ایده اولیه حسابان از مرتبه کسری در سال 

گونهه  هوپیتال ایهن  ،در آن وشکل گرفت  2به لایپ نیتز 5هوپیتال

    ام تابعی نسبت به متغیرش که اگر در مشتق  کرد مطرح
 

 
  

    ،فرض شود

   
پهس از ایهن نقطهه     ؟چه مفهومی خواهد داشهت  

آغاز، مطالعاتی در ایهن زمینهه توسها دانشهمندانی انجهام شهد و       

بهه  های جامعی توسا نویسندگان مختله  در ایهن زمینهه    کتاب

منهاب  در ایهن زمینهه کهه بهه      تهرین  که یکی از مههم چاپ رسید 

 ]5[در مرجه    ،کاربردهای حسابان از مرتبه کسهری مهی پهردازد   

ههای  بندی بسهیاری از پدیهده  که مدلجاییاز آنشود. معرفی می

، ]3[، اقتصهاد  ]2[کی فیزیکی در حوزه وسیعی از علوم، نظیر پزش

و ... منجر به تشکیل معادلات دیفرانسهیل کسهری    ]4[نگاری لرزه

شود، اخیراً بررسی این معادلات توجه بسیاری از محققین را به می

خود جلب کرده است. علاوه بهر ایهن، پیهداکردن حهل تحلیلهی و      

جواب دقیق برای این معادلات دیفرانسیل کسری به طور معمهول  

ههای عهددی بهرای حهل ایهن      پیچیده است، بنابراین، یافتن روش

 باشد.ای برخوردار میمعادلات از اهمیت ویژه

ههای  دیفرانسهیل کسهری روش   -برای حل معادلات انتگهرال 

روش  ]1 [عددی گوناگونی به کار گرفتهه شهده اسهت. در مرجه     

دیفرانسیل کسری بهه   -تغییر پارامترها برای حل معادلات انتگرال

 

 ordokhani@alzahra..ac.irرایانامه نویسنده مسئول:  *

1- Hopital 

2- Leibniz 

 ]9-7[توسها نویسهندگان    3کار رفته است. روش تجزیه آدومیان

روش هموتههوپی بههر روی معادلههه ] 8[اسههتفاده شههده اسههت، در 

 ]6[دیفرانسیلی مرتبه چهار پیاده شده است، در مرجه    -انتگرال

کارایی روش موجک سینوس کسینوسی در حهل معادلهه کسهری    

نشان داده شده اسهت. نویسهندگان    4دیفرانسیل فردهلم -انتگرال

روش بسا تیلور را برای حل این نوع معادلات بهه  ] 51[در مرج  

ههای ههم محلهی و تبهدیل     چنین کارایی روشند و هماکار گرفته

بهه ترتیهب بحهد شهده      ]55-53 [دیفرانسیلی کسری در مراجه  

 است.

قابل ذکر است که تعاری  متعددی برای انتگرال و مشتق 
کسری وجود دارد که توجه این مقاله بر روی مشتق کسری 

معطوف می باشد. در  9لیوویل -و  انتگرال کسری ریمان 1کاپوچو
نیازهای این مقاله بخش دوم، تعاری  این عملگرها و دیگر پیش

و ماتریس  7های برنولیایشود. در بخش سوم، چندجملهمی ارایه
ها بیان خواهد ایلیوویل این چندجمله -عملیاتی انتگرال ریمان

گرایی در بخش چهارم بحد خواهد شد. هم تجزیه و تحلیلشد. 
شده برای حل این گرفتهبخش پنجم به بیان روش به کار 

پردازد و در بخش ششم نتایج عددی معادلات در این مقاله می
-گیری اجمالی از کل مباحد پیششود. بحد و نتیجهمی گزارش

 رو در بخش هفتم آورده شده است.

 

3- Adomian 

4- Fredholm 

5- Caputo 

6- Riemann-Liouville 

7- Bernoulli 
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 تعاریف اولیه   -2

های بعدی مقاله به طور در این بخش تعاری  مورد نیاز در قسمت

 شود.خلاصه بیان می

 لیوویل -مشتق و انتگرال ریمان -2-1

  حقیقی  اعداد یک بازه متناهی بر محور[   ]    فرض کنید

مرتبه کسری   از یلولیو -انتگرال چپ و راست ریمان، باشد

[   ]   برای         صورت زیر تعری   به به ترتیب   

 :]54[ شودمی
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 اب  گاما است. ت  ( ) آن،  که در

 به دست گانه زیر    هایانتگرال        در حالت خاص

 :آیندمی
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به          از مرتبه کسری لیوویل -چپ و راست ریمان مشتق

 :دنشوبه صورت زیر تعری  میترتیب 

(1) 

    
 
 ( )  

  

   
     

   
 ( )   

 

 

(   )

  

   
∫ (   )     
 

 

 ( )    

  [ ]         

 

(9) 

    
 
 ( )  (  )  

  

   
     

   
 ( ) 

 

 
   

11
,

n bn
n

n

t

d
t x d

n dt


  



 
 

    

  [ ]                                                      

و  ( )   به ترتیب برابر با ، باشد            کهصورتی در و

 خواهند شد.  (  ) ( )   

 مشتقات از مرتبه کسری کاپوچو -2-2
در این قسمت مشتق کسری کاپوچو چپ و راست را به صورت  

  :]54[ کنیمزیر تعری  می
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  تر از ترین عدد صحیح بزرگبرابر با کوچک  ⌈ ⌉   ،که درآن

با توجه به تعاری  فوق واضح است که این مشتق برای  است.

 تعری  باشند، قابل لیوویل -توابعی که دارای مشتق کسری ریمان

 در زیر شکل به را تعری  این معادل عبارات توانمی و باشدمی

 نظر گرفت.
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       در مورد مشتقات کسری کاپوچو نیز در حالت 

 :اریمد

(55) (   
   

  )( )   ( )( )  

 

(52) (   
   

  )( )  (  )( ) ( )( )  

های کسری و نیز انتگرال و تر انواع مشتقاتبررسی خواص بیش

بر لیوویل  -ارتباط و تاثیر مشتق کاپوچو و انتگرال کسری ریمان

 .مطالعه کرد ]5[ توان در مرج دیگر را مییک

 های برنولی ایچندجمله -1

به  [   ]  بر روی بازه   های برنولی از درجه ایچندجمله

 :]59[شوند صورت زیر تعری  می

  ( )  ∑ ( 
 
) 

         
 (53)                                           .   

اعداد برنولی بوده و به             به ازای    که در آن،

 شود:تعری  میصورت زیر 
 

    
 ∑   

 
    

  

  
                                                         (54)  

های برنولی به شکل ایچندجمله اول اعداد برنولی و چندجمله
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 باشند:زیر می
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  ( )          ( )    
 

 
      ( )   

     
 

 
   

 کنند:ها در رابطه زیر صدق میایاین چندجمله

∫   ( )  ( )    (  )
    

 

    

(   ) 
               (51)         

       

دهنهد  مهی   تشکیل [   ]  چنین یک پایه کامل روی فضای هم

]51[. 

 تقریب توابع  -1-1

زیرمجموعه بسته  یک {( )     ( )   ( )  }       چون

بنابراین،  ،باشدمی  [   ]    متناهی از فضای هیلبرت و

بهترین تقریب     درنتیجه برای هر و یک زیرفضای کامل است

 :]51[ وجود دارد که در این صورت      به فرد مانند  منحصر

         ‖    ‖  ‖   ‖.                            

            توان ضرایب یکتهای  پس می     که جاییاز آن

 را به نحوی پیدا کرد که رابطه زیر برقرار باشد:

 ( )     ( )  ∑     ( )   
  ( ) 

                        (59)  

بهه     و  ( )  دهنده ترانهاده است و بردارهاینشان Tکه در آن، 

 شوند:صورت زیر تعری  می

  [          ]
    

 ( )    [  ( )   ( )     ( )]
                          (57)  

                                                                   

 حال با در نظر گرفتن رابطه زیر: 

   〈    〉  ∫  ( )  ( )   
 

 
                                      (58)  

         ، بهه ازای   دههد ضرب داخلی را نشان می    که  

 خواهیم داشت:

   ∑   ∫   ( )  ( )   
 

 
  

   ∑      
 
                      (56)  

∫    که در آن،     ( )  ( )   
 

 
باشد. می .            ,

 در نظر گرفتن: با 

  〈   〉  
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  ]
 
 
 
 
 

                                   [   ]   

 آید:عبارت زیر به دست می

                                                                       (21)  

شهده بهه   ماتریس متقهارن معرفهی    حال با توجه به این که 

 صورت زیر است:

  ∫  ( ) ( )    
 

 
                                                 (25)  

 شود:از رابطه زیر محاسبه می  بردار ضرایب مجهول 

      〈 ( )  ( )〉                                           (22)  

  

لیوویل  -ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ریمان -1-2

 های برنولی ایچندجمله
(   )در این بخهش مهاتریس عملیهاتی     انتگهرال   (   ) 

ههای برنهولی معرفهی    ایلیوویل را برای چندجمله -کسری ریمان

 .]59[دهیم نمایش می ( )  کرده و آن را با  

    
 
 ( )   ( ) ( )                                         (23)  

 -انتگرال ریمانخاصیت خطی  و (53) رابطه از استفاده با

 :]57[چنین با توجه به رابطه لیوویل و هم
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 که در آن:

      (
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های برنهولی  ایبر حسب چندجمله     حال با بسا عبارت 

 آوریم:به دست می

     ∑       ( ) 
 
                                                 (27)  

 شوند:به طوری که ضرایب از فرمول زیر حاصل می

     
〈       ( )〉

〈  ( )   ( )〉
                                                    (28)  

(، عبارت 21و با قراردادن تقریب به دست آمده در معادله )

 شود:زیر حاصل می
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های تر درایهبدون از دست دادن کلیت و برای نمایش ساده

را در نظر گرفته و                 ماتریس عملیاتی مذکور 

 کنیم:( را به صورت زیر بازنویسی می26معادله )

   
 
  ( )  [∑      
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                                                                         (31)  

که در نهایت، ماتریس عملیاتی انتگرال به صورت زیر به  

 آید:دست می

 ( )  [

             
   

∑       
 
    ∑       

 
   

].        (35)                        

 گراییهم تجزیه و تحلیل -4

در این بخش، کران بالای خطا بهرای مهاتریس عملیهاتی انتگهرال     

-(، به دست مهی 35شده در رابطه )لیوویل معرفی -کسری ریمان

 دهیم:میآید.  برای این منظور ابتدا قرار 

 ( )      
 
 ( )   ( ) ( ),                             (32)  

ای بهه  های برنولی پایهایدهیم که اگر تعداد چندجملهو نشان می

 به سهمت  ( ) ی های بردار خطادرایه، نهایت میل کندسمت بی

کنند. برای اثبات این ادعا، ابتدا به بیان لم و قضایای صفر میل می

  پردازیم.زیر می

 : 1لم 
زیرفضهای تولیدشهده توسها      و  [   ]        فرض کنیم 

 های برنولی به صورت زیر باشد: چندجمله

      {  ( )   ( )     ( )}  

 گاه خواهیم داشت:آن

‖    ‖    [   ]  
 

(   ) √    
                                33     ) ) 

 است و Yدر مجموعه   f بهترین تقریب یکتای تاب     که در آن، 

       [   ]| 
(   )( )|. 

 اثبات:
را به عنهوان یهک پایهه بهرای فضهای       {        }مجموعه 

 کنیم:و فرض می در نظر گرفته mهای تا درجه ایچندجمله

  ( )   ( )    ́( )    
  

  

́
 ( )( ).                 (34)  

 بسا تیلور داریم: لذا به کمک

| ( )    ( )|  
  | (   )( )    |

(   ) 
                                    (31) 

بهتهرین تقریهب       کهه   . با توجه بهه ایهن  (    )  که در آن، 

و با درنظرگهرفتن         چنین و هم  در مجموعه  یکتای تاب 

 توان نتیجه گرفت:تساوی فوق می
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(   )  (    )
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کامل  5اثبات لم  ، با اعمال عملگر جذر در طرفین تساوی فوق 

 □شود.                                                                می

 :1قضیه 

یهک زیرفضهای    Yیهک فضهای هیلبهرت و     Hکه  فرض کنیم

 Yای برای زیرفضای را پایه  {       } بسته و متناهی آن باشد،

بهترین   مانند  Hدر نظر گرفته و  برای هر عضو دلخواه از فضای 

نمهایش       را بها   Yتقریب منحصر به فرد متعلهق بهه زیرفضهای    

 :]51[دهیم، بنابراین خواهیم داشتمی
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 باشد.ماتریس گرام می Gکه 
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  :2قضیه 

∑توسها   ( ) و  [    ]      فرض کنید      ( )
 
تقریهب      

 :]59[گاه زده شود، آن

      ‖ ( )   ∑     ( )
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دههیم کهه     شهده، نشهان مهی   حال با توجه بهه قضهایای بیهان   
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  به سمت صفر میل کند.( )  ( )

∑     چون         ( ) 
 
 5کهارگیری قضهیه   و  بها بهه      

 داریم:
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 شود:عبارت زیر حاصل می           و درنتیجه، به ازای 
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  چنین آخرین نامساوی به دسهت آمهده  و هم 2با عنایت به قضیه 

و  ( ) ( ) تههوان نتیجههه گرفههت کههه تفاضههل     ، مههی(41در )
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نهایت میل کنهد، بهه صهفر    به سمت بی  وقتی که  ( ) 

 شود.گرا میهم

 بیان مساله -5

 گیریم:دیفرانسیل کسری زیر را در نظر می -معادله انتگرال

  
   

 
 ( )   ( )   ( ) 
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 که در آن: 

                          

             

چنین، شرایا اولیه داده شده همراه با معادله به صورت زیر هم

 :باشدمی

 ( )( )                                                 (42)  

 پهذیر در نظهر  های جداییرا هسته   و    (، 45در معادله )

اعداد صحیح مثبهت                کنیم که گرفته و فرض می

بوده و تمامی مشتقات کسری ظاهرشهده در ایهن معادلهه از نهوع     

  برای حل این مسهاله،   باشند.کاپوچو می
   

 
توسها توابه     ( ) 

 برنولی به شکل: 

  
   

 
 ( )  ∑     ( )

 
       ( )                        (43)  

[          ]  شود که در آن تقریب زده می
بردار ضرایب   

باشد. با توجه به ارتباط زیر بین مشتق کسری و مجهول می

 داریم: ]57[لیوویل  -کاپوچو و انتگرال کسری ریمان 

    
 
  
   

 
 ( )   ( )  ∑  ( )( )   

   
  

  
                     (44) 

 آوریم:به دست می ( ) فرمول زیر را برای تاب  مجهول 

 ( )  ∑       
 
  ( )

 
    ∑       

   
   

  

  
    ( ) ( )  

   ( )                                                             (41)                                    

  تهر از مرتبهه   چنین برای مشتقات کسهری کهاپوچو کهم   هم

روابا زیر طبق خواص و رابطه مشتق و انتگهرال کسهری حاصهل    

 گردد:می

  
   

   ( )     (    ) ( )    
  ( )                      (49)     

 و

  
 

 
   ( )     (    ) ( )    

  ( )                       (47) 

تهوان توابه    هها مهی  پهذیری هسهته  با توجه به فهرض جهدایی  

 ا نیز به شکل زیر نوشت: ر (   )  و   (   )  

  (   )    ( )  ( )                                                   (48) 

  (   )    ( )  ( )                                                      (46) 

 ( را به شکل زیر تقریب زد:45های معادله )و در نهایت انتگرال

∫   (   )
 

 

( ( ))  (   
   

   ( ))      

  ( )∫
  ( ) ( 

  ( ) ( )     ( ))
  
  

 

 

 

(   (    ) ( )    
  ( ))

  
     ( )                (11) 

 م: به طور مشابه داری

∫   (   )
 

 

( ( ))  (   
 

 
   ( ))     

  ( )∫
  ( ) ( 

  ( ) ( )     ( ))
  
  

 

 

 

(   (    ) ( )    
  ( ))

  
     ( )                 (15) 

(، 45شهده در معادلهه )  ههای بیهان  حال بها قهراردادن تقریهب   

بهه    های مجهول بردار دستگاه معادله جبری زیر بر اساس درایه

 آید:دست می

   ( )     ( ) ( )     ( )   ( )    ( )  

  ( )  0.                                                                      (12)                       

ترین مربعات، تابعی زیر را برای کارگیری روش کماکنون با به

به نحوی   و بردار  پیداکردن ضرایب مجهول در نظر گرفته

 شود: کمینهشود که مقدار تابعی انتخاب می

 [          ]  ∫ (   ( )     ( ) ( )  
 

 

 

    ( )   ( )    ( )    ( ))
                         (13) 

  شرایا لازم برای ایهن منظهور، تشهکیل معهادلات     

   
 و   

دسهتگاه  باشد. این معادلات، تشکیل یهک  می                 

دهند و در نهایهت  مجهول می  m + 1 معادله و  m + 1غیرخطی از

 به کمک روش تکراری نیوتن حل شده است.

  نتایج عددی -6

کهار       دادن درسهتی و دقهت روش بهه   در این قسهمت بهرای نشهان   

دیفرانسیل کسری مورد نظهر   -شده برای حل معادله انتگرالبرده

 کنیم:رسی مینتایج مربوط به چند مثال را بر
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 : 1مثال 

گیریم کسری زیر را در نظر می ولترای دیفرانسیل -معادله انتگرال

]58[: 

  
 

 

 
  ( )   ( )  

 

  (
 
 
)
 
 
     

 

 
   ∫  ( )

 

 

     

     , 

 ( )   ,                                                                      (14)  

بها بهه کهارگیری     .باشدمی   جواب دقیق این معادله برابر با 

خطای مطلق جواب تقریبی در نقهاط  ، 1شده در بخش روش ارائه

 .شود( مشاهده می5مختل ، در جدول )

های ایچندجمله تعداد افزایش با ،آیدبرمی نتایج از طورکههمان
بهازه   پایه مقدار تقریبی جواب، به جواب واقعی در نقهاط مختله   

 کند.مورد بررسی میل می

5خطای مطلق مثال  (:1) جدول  

t m=5 m=7 

5/1  51×4/4 -1 51×6/9 -9 

3/1  51×1/3 -1 51×6/6 -7 

1/1  51×7/2 -9 51×7/6 -7 

7/1  51×9/2 -1 51×2/6 -7 

6/1  51×9/4 -1 51×1/5 -1 

 :2مثال 
دیفرانسیل کسری فردهلم زیر را در نظهر   -معادله کسری انتگرال

 :]56[گیریم می

  
 

 
 
 ( )    

 

 
 ∫    [ ( )] 

 

 

              

 ( )                          ,                        (11)  

 

( ) برابر با      مقدار دقیق این معادله برای  بوده و     
های  ( مقدار خطای مطلق برای این مساله به ازای 2در جدول )

در این مثال هم، نظیر مثال قبل با  مختل  نشان داده شده است.
ای تفاضل میان مقدار دقیق های پایهایافزایش تعداد چندجمله

معادله و جواب تقریبی به دست آمده از روش پیشنهادی به 
 کند.سمت صفر میل می

نیهز نمودارههای بهه دسهت     ( 5) قابل توجه است که در شکل
     و   مختل   مقادیربه ازای  ( ) آمده برای تاب  مجهول 
طورکه از نمودارها مشخص اسهت، زمهانی   آورده شده است. همان

کند، جواب به دست آمده بهرای تهاب    به سمت یک میل می  که 
 (5)چنهین شهکل   شهود. ههم  مجهول به مقدار دقیق نزدیهک مهی  

   گرایی بین جواب مساله به ازای مقادیر مختله   دهنده همنشان
دهنده کارایی روش بیان شده در ایی نشانگراست که این نوع هم

 باشد.حالت کسری نیز می

.2خطای مطلق مثال (: 2جدول )  

t m=2 m=4 

5/1  51×5/3 -53 51×2/2 -57 

3/1  51×3/6 -53 51×9/9 -57 

1/1  51×1/5 -52 51×5/5 -59 

7/1  51×5/2 -52 51×1/5 -59 

6/1  51×7/2 -52 51×6/5 -59 

 

 
 مختل   به ازای  ( ) نمودار (: 1شکل )

: 1مثال   

 :]21[گیریم معادله  دیفرانسیل کسری زیر را در نظر می

  
 

 

 

  ( )  
(
 

 
) 
 
    

 
 

√ 
 

 

  
 ∫    [ ( )]

 

 
  , 

 

     ,    ( )   ,                                               (19)  

باشد و نمودار مقدار می      جواب دقیق این معادله برابر با     

نشان داده       برای (2)دقیق و تقریبی این معادله در شکل 

خطای مطلق بین جواب دقیق و جواب عددی به  .شده است

دست آمده توسا روش پیشنهادی در نقاط مختل  در جدول 

آید، افزایش طورکه از نتایج برمیهمان .شود( مشاهده می3)

 شود. ای سبب کاهش خطای مطلق میپایه هایایچندجمله تعداد

 

  .3مثال x(t)نمودار مقدار تقریبی و دقیق (: 2شکل )

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

t

‎‎ 0.7

‎‎ 0.8

‎‎ 0.9

‎ 1

Exact

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

t

Approx

Exact
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3خطای مطلق مثال  (:1جدول)  

t m=2 m=5 

5/1  51×6/2 -3
 51×9/4 -4

 

3/1  51×3/2 -3
 51×1/3 -4

 

1/1  51×9/3 -3
 51×2/6 -1

 

7/1  51×3/8 -4
 51×8/2 -1

 

6/1  51×1/9 -3
 51×5/1 -1

 

 :4مثال 

 :]21[گیریم درنظر می را زیر کسری دیفرانسیل -انتگرالمعادله  

  
 

 

 
  ( )   

 

   

 
 
  (

 
 
) (         )

 
 

 (    )  ∫     [ ( )]
 

 
  , 

      ,       ( )   ,                                           (17)  

نمودار مقدار . باشدمی      جواب دقیق این معادله برابر با 

مشهاهده       ( بهرای  3دقیق و تقریبی این معادله در شکل )

 شود.می

 

  .4مثال  x(t)نمودار مقدار تقریبی و دقیق  (:1) شکل

چنین خطای مطلق بین جواب دقیق و جواب عهددی بهه   هم

دست آمده توسا روش پیشنهادی در نقهاط مختله  بهازه مهورد     

  .( بیان شده است4بررسی، در جدول )

4 خطای مطلق مثال (:4جدول )  

t m=2 m=5 

5/1  51×2 -3 51×1/1 -1
 

3/1  51×5/2 -3
 51×1/3 -4

 

1/1  51×9/5 -3
 51×9/3 -1

 

7/1  51×2/2 -3
 51×3/3 -4

 

6/1  51×2/9 -3
 51×2/1 -4

 

 گیرینتیجه -7
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