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 (50/50/59، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
و دور 3ضرب دکارتی یک درخت دلخواه با قطر حداقل کران پایینی برای نسبت اطلاعات حاصل در این مقاله،

mC 3برای هرm  

نسبت اطلاعات طرح تسهیم راز کامل برپایه گرافعلاوه براین، بهترین . خواهیم یافت
6

dC کنیم که در آن،را تعیین می
6

dC  گراف حاصل از

1dکه برای هرشود تر، نشان داده میمکعب است. به طور دقیقdبا گراف 6ضرب دکارتی دور به طول  نسبت اطلاعات ،
6

dC  دقیقاً برابر

)با  3) 3

2( 1)

d d

d

 


 است.  

 

   ضرب دکارتیطرح تسهیم راز، نسبت اطلاعات، حاصل: یدیکلهای واژه

 1مقدمه -1
ای طرح تسهیم راز، روشی برای توزیع اطلاعات در میان مجموعه

های مجاز قادر به که تنها مجموعهطوریداران است، بهاز سهام

داده  که  ست ا این راز  تسهیم  اصلی   کارراهراز باشند.  کشف

  با که  ای هگونهب شود،  تقسیم  هایی بخش )راز( به  محرمانه  

اگر  .کرد بازیابی  را  راز  بتوان  ها،بخش  این  از  خاصی  هایزیرگروه

های غیرمجاز دارای هیچ اطلاعات اضافی در این، مجموعهعلاوه بر 

های آنان به طور آماری از راز مستقل مورد راز نباشند، یعنی سهم

شود. باشد، در این صورت طرح )تسهیم راز( کامل نامیده می

های ممکن های مجاز در میان تمامی زیرمجموعهتوصیف مجموعه

 ] Shamir ]1شود. ده میداران یک ساختار دسترسی نامیاز سهام

در ابتدا مساله طرح تسهیم راز را مطرح کرده و   ]Blakley ]2و 

از های تسهیم رازی را ارائه دادند که هر زیرمجموعهطرح

kداران با اندازهسهام   قادر به بازسازی راز هستند و هر

kداران با اندازهاز سهامزیرمجموعه   هیچ اطلاعاتی درباره

)ها،دست نیاورند. این طرحراز به , )n kای نامیده های آستانهطرح

        تعدادnو شودآستانه طرح نامیده می kمقدار شوند،می

روش به این  ایندر مورد کارآیی اصلی  سوالباشد. داران میسهام

است: به ازای هر بیت از راز، چه تعداد بیت از اطلاعات  صورت

 بایست به خاطر سپرده شود؟داران میسهام

 

 a.cheraghi@khn.ui.ac.irرایانامه نویسنده مسئول:  *

ها ترین اندازه از سهمنسبت اطلاعات این طرح، نسبت مابین بیش

که نسبت یک ساختار دسترسی، اندازه مقدار راز است، در حالیو 

هایی است که بر روی این ساختار ترین نسبت اطلاعات طرحکم

 اند.دسترسی شناخته شده

یکی از مسائل نظری و عملی در این مقوله، تعیین یا یافتن 

های های قابل قبول برای نسبت اطلاعات ساختار دسترسیکران

متفاوت است که توسط تعدادی از پژوهشگران، توجه قابل قبولی 

 را به خود منعطف ساخته است.  

ارتباط عملی این موضوع برپایه مشاهدات زیر است. در ابتدا، 

ی با افزایش مقدار اطلاعاتی که دستگاهتوجه داریم که امنیت هر 

مایل داران(، تبایست مخفی نگه داشته شود )یعنی سهم سهاممی

شود، داران داده میکه به سهام هاییبه کاهش دارد. ثانیاً، اگر سهم

داران خیلی گاه حافظه مورد نیاز برای سهامخیلی بزرگ باشد، آن

های توزیع سهام بزرگ خواهد شد و در همان لحظه، الگوریتم

ناکارآمد خواهند شد. بنابراین، مهم است بهترین نسبت اطلاعات 

سی را داشته باشیم. در راستای این هدف، ساختارهای دستر

های بالایی و پایینی روی نسبت اطلاعات ارزشمند یافتن کران

 خواهد بود. 

حالت خاص، زمانی است که یک ساختار دسترسی توسط 

 ها، همان مجموعهراس یک گراف تعریف شود که در آن مجموعه

در این  هستند. کمینههای مجاز ها، مجموعهداران و یالسهام

ها را مورد مطالعه مقاله، ما ساختارهای دسترسی بر پایه گراف
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قرار خواهیم داد و طرح تسهیم راز برای ساختار دسترسی بر پایه 

های نامیم. در طرحیک گراف را طرح تسهیم راز آن گراف می

  هایی که به تسهیم راز، مساله یافتن کران روی اندازه سهم

 شود یا به طور هم ارز نسبت اطلاعات، یکی ازداران داده میسهام

اساسی در این باره بوده و توجه زیادی را توسط محققین  مسائل

 به خود جلب ساخته است.

راس در  6ها با حداکثر نسبت اطلاعات برای اغلب گراف

 ها، دارای نسبت اطلاعاتدرختمطرح شده است.  ]8-3[ مراجع

1
2

k
 ،هستند که در آنk هم .]9[ یک مقدار صحیح است-

با بیشترین های نامتناهی از گراف ای دسته ،dبرای هر چنین، 

1که نسبت دقیق اطلاعات آنها شده  ساخته dدرجه

2

d  است 

 1های کامل دارای نسبت اطلاعات برای نمونه، گراف. ]11[

تر، همانند دورهای با طول راس یا بیش 4هستند، مسیرهای با 

 ، دارای نسبت اطلاعات5حداقل 
3

2
 ، ]11[ . در مرجعهستند 

Csirmaz هایگرافسبت اطلاعات ن d ثابت مکعبی را یافته و

/ها برابر با کرده است که نسبت اطلاعات این گراف 2d      

 باشد.می

Brickell  وStinson ]5 چندین کران بالایی و پایینی  ]12و

ها های مبتنی بر گرافبرای نسبت اطلاعات ساختار دسترسی

نشان داد که نسبت اطلاعات یک گراف ] Stinson ]12اند. یافته

 حداکثر برابر با dترین درجهبا بیش

1

2

d 
 و Brickellاست.  

Davenport ]4[  نشان دادند که یک گراف دارای نسبت اطلاعات

است اگر و تنها اگر گراف، دوبخشی کامل باشد. علاوه براین،  1

Blundo یک شکاف در مقادیر نسبت اطلاعات   ]3[ در مرجع

ها بر روی این مطلب که تر، آنها را نشان داد؛ به طور دقیقگراف

دست آمده بود، تاکید کرده به ]Davenport ]4 و Brickellتوسط 

یک گراف کامل دوبخشی نباشد،  Gو نشان دادند که اگر گراف

گاه هر طرح تسهیم راز برای آن گراف، دارای نسبت اطلاعات آن

3حداقل 

2
 است. 

 در مرجعهای بهینه بررسی شده اند و طرح ]13[ در مرجع

ای شبه راز آستانهطرح تسهیم (3,3)، نویسندگان یک]14[

ولد کوانتومی، راز را با اند که فارغ از مکوانتومی را طراحی نموده

ها qubitگذارد، به طوری که سه قسمت کلاسیک به اشتراک می

ها بدون گیری شده و ارسال آندر یک پایه کلاسیک اندازه

 پذیرد.اختلال صورت می

شده در این مقاله همگی کامل راز مطرح های تسهیمطرح

دست توانند راز را بههای مجاز میهستند. یعنی زیرمجموعه

           استفاده از غیر مجاز با هایکه زیرمجموعهحالیآورند، در

 دست آورند.هگونه اطلاعاتی از راز بتوانند هیچشان نمییهاسهم

 برخی تعاریف اولیه -2

دار سهام nاز  Pیم راز با مجموعه هیک طرح تس Σ فرض کنید

باشد. واسطه
0p P و

0{ }Q P p  در نظر بگیرید. در یک را

طرح، سهم 
0p گیریم. را راز درنظر میsi  دار سهم سهامرا

i Q 1فرض کنید. با توجه به همه( )n های ممکن تایی

0 1 2( , , ,..., )p ns s s s ها، نگاشتاز سهم:i iE E   را برای یک

eکنیم که برای هرچنان تعریف می Eمشخص  مجموعه E 

 ءاعضا ( )i i Q
e


های های یک راز باشند. ما فقط نگاشتسهم 

iداربرای هر سهام ،گیریم، بنابراینپوشا را در نظر می Q 

 ام-iدارهای ممکن سهامسهم همه همان مجموعه Eiمجموعه 

گاه هر آن ،را درنظر بگیریم Eباشد. اگر یک توزیع احتمال در می

 ،کند. بنابراینمی ءالقا Eiها یک توزیع احتمال در یک از نگاشت

هر یک از متغیرهای  Shannon entropyعنوان را به H(Ei) توانمی

 تصادفی در نظر گرفت. 

برای هر زیرمجموعه
1{ , , }rA i i Q ،  آنتروپی مشترک

1
( , , )

ri iH E E را به صورت( )H Aنویسیم و قرارداد مشابهی می

 :داریم ،طور مثالبه .دهیمرا برای آنتروپی شرطی قرار می

1
( | ) ( | , , )

rj j i iH E A H E E E  

جا درنظر بگیرید. از آن را ساختار دسترسی  مجموعه 

هایکه نگاشت
i طرح تقسیم راز کامل کنندرا تعریف می، 

لذا 
0

( ) 0pH E  .اگر درضمنA  ،داریم
0

( | ) 0pH E A  .

این تساوی بیانگر آن است که تمامی اطلاعات راز توسط یک 

Aکه اگرحالیدرگردد. مجاز، مشخص می مجموعه  :داریم 

0 0
( | ) ( )p pH E A H E 

که یک مجموعه غیرمجاز قادر به این تساوی بیانگر آن است 

 باشد.برملاکردن حتی یک بیت از اطلاعات راز نمی

گیری طول سهام هر طرح، از آنتروپی سهام به منظور اندازه

به  یم راز هطرح تس اطلاعاتنرخ شود. آن طرح استفاده می

 صورت 
 

 
0

maxi P i




 
 

 
 مقدار شود.می تعریف    1/R    

را به  Rو گویند. هر دو مقدار  طرح  اطلاعات را نسبت

  برند. این پارامترها را عنوان ضریب تاثیر یک طرح به کار می
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های یک ساختار رحتوان برای ارزیابی بهترین راندمان طمی

بهینه نرخ اطلاعاتدسترسی مشخص استفاده نمود.     برای

هاینرخرا ا یک ساختار دسترسی   هایروی تمامی طرح

 شده برای ساختار دسترسیتعریف گویند. نسبت اطلاعات 

 صورت به نیز دسترسی ساختار بهینه   1/R    تعریف

در ادامه نسبت اطلاعات برخی ساختارهای دسترسی شود. می

مبتنی بر ضرب دکارتی چندین گراف محاسبه و یا بر روی آن 

 گردد.می هایی معرفیکران

 هاای از گرافنسبت اطلاعات دسته -3

 پردازیم.در ادامه به برخی قضایا و نتایج کاربردی در این مقاله می

ای از که تنها با حذف زیرمجموعه Gاز گراف Hزیرگراف

 گویند. Gآید را زیر گراف القاییدست میبه Gرئوس گراف

زیرگراف القایی آن  Hیک گراف و  G اگر ]15 [-1-3قضیه 

 گاه:باشد آن

   R H R G . 

( باشد. 1گراف نردبانی شکل ) Gفرض کنید  ]15 [-2-3قضیه 

گاه آن  2R G . 

 
 نردبانیگراف (: 1شکل )

Gدر نظریه گراف، حاصل ضرب دکارتی H های از گراف

G وH هایگرافی است که مجموعه راسG H ضرب حاصل

)دکارتی ) ( )V G V H بوده و هر دو راس( , )u u  و( , )v v  

uمجاور هستند اگر و تنها اگر v وu  درH باv   مجاور باشد

uیا  v  وu درG باv ضرب دکارتی مجاور باشد. حاصل

Gهایجایی است، یعنی گرافدارای خاصیت جابه H و

H G ریخت هستند. این عملگر دارای به طور طبیعی یک

)هاییعنی گرافاست،  پذیریخاصیت شرکت )F G H و

( )F G H ریخت هستند.به طور طبیعی یک 

فرض کنید که
nT  یک درختn  راسی باشد. حاصل ضرب

دکارتی درخت
nT با یک دور به طولm  را با نماد,n mT  نمایش

n,دهیم، در واقعمی m n mT T C. 

 بین رئوس گراف را قطر گراف گویند.  موجود فاصله ترینبیش 

باشد و  3راسی با قطر حداقل  nدرخت  nTاگر -3-3قضیه 

4m گاه . آن ,. 2n mR T    

که نشان دهیمبرای آناثبات:  , 2n mR T   کافی است

n,نشان دهیم mT ریخت با گراف شامل یک زیر گراف القایی یک

 ( است. 1شکل )

حداقل  nTاست، لذا 3حداقل  nTجایی که قطر درختاز آن

1القایی به فرم  شامل یک مسیر 2 3 4:  P a a a a   باشد. می

1به فرم  mCبه علاوه فرض کنید دور  2 1:  m mC b b b b    

n,( برخی رئوس 2باشد. حال بر طبق شکل ) mT  را به صورت زیر

 نماییم:گذاری مینام

   

   

2 1 2 2

3 2 4 2

,  ,, ,

, ,, ,

A a b B a b

C a b D a b

 

 

 

   

   

1 3 2 3

3 3 3 4

,   ,, ,

, ,, .

a a b b a b

c a b d a b

 

 

 

اگر   .: , , , , ,  , ,  n mX A B C D a b c d V T  به وضوح  گاهآن

n,زیرگراف القایی  mT X   ( است، لذا 1ریخت با گراف شکل )یک

 داریم: 

 , ,2 ( ) .n m n mR T X R T     

 نتایج اصلی  -4

گراف کامل  nKو  nدور به طول  nCحال، فرض کنید گراف 

راس باشد. تعریف کنید:  nبا 
2 2 2

d

n nC C K K K  

 dضرب برابر با در این حاصل 2Kهای جایی که تعداد کپی

2nتوان بررسی کرد که برای هر است. به آسانی می   و

0d  گراف ،d

nC  یک گراف 2d ترایا با منظم راس

2dn  راس است و برای n زوج، گراف 
d

nC  نیز یک گراف

دوبخشی است. هدف اصلی این مقاله، قضیه زیر است که مقدار 

دقیق نسبت اطلاعات 
6

dC کند و با را تعیین می
6( )dR C 

 شود.نمایش داده می

، نسبت اطلاعات dبرای عدد صحیح نامنفی -4-4قضیه 
6

dC 

)برابر با  3) 3

2( 1)

d d

d

 


 است. 

 برای اثبات قضیه فوق نیاز به بیان مطالب زیر است: 

ای از ، خانوادهG برای گراف S یک طرح تسهیم راز کامل

برای هر  vمتغیرهای تصادفی  v V G  و متغیر تصادفی 

 Gیالی از  uv شود. بنابراین، اگربرای راز در نظر گرفته می

دیگر قادر به تعیین متغیر به همراه یک vو  uگاه باشد، آن

مجموعه مستقلی  Aخواهند بود. علاوه بر این، اگر تصادفی 
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}و مجموعه   گاهاز رئوس باشد، آن : }v v A   به طور آماری

 مستقل هستند.

شود گیری میتوسط آنتروپی اندازه اندازه متغیر تصادفی 
)شود( و آن را با نماد )که محتوای اطلاعاتی نامیده می )H  

مطرح  1995در سال Blundo دهند، این روش توسط نمایش می

)گردید. نسبت اطلاعات هر راس  )v V G  برابر با( )

( )

vH

H




 

کند که برای هر بیت راز، چه میزان است. این تساوی بیان می
 شود.به خاطر سپرده می vبیت اطلاعات توسط 

 

اطلاعات میانگین و نسبت اطلاعات در بدترین حالتنسبت 

S در بین تمامی    به ترتیب همان نسبت اطلاعات میانگین

ها است. فرض ترین نسبت اطلاعات در بین آنداران و بیشسهام

باشد، به  G یک طرح تسهیم راز کامل روی گراف S کنید

برای هر  vکه متغیرهای تصادفی طوری v V G  و متغیر

شوند. برای هر زیرمجموعه برای راز درنظر گرفته می تصادفی 

A کنیم:از رئوس تعریف می 

 
 

 

:
:

vH v A
f A

H






  

همان میانگین  Sواضح است که نسبت اطلاعات میانگین 

ی اعضای مجموعه    :f v v V G باشد. در بدترین می

ترین مقدار در این مجموعه حالت، نسبت اطلاعات برابر با بیش

 داریم: ]4[است. با استفاده از خواص استاندارد توابع آنتروپی 

بودن: خاصیت مثبت الف(  0f    و در حالت کلی 

  0f A  

اگر نوایی: خاصیت یک ب( A B V G  آنگاه 

   f A f B 

 خاصیت زیرمدولی: ج(

       f A f b f A B f A B      

دو  ςو  ξیک نتیجه معروف در نظریه اطلاع آن است که اگر 

را تعیین      ξ، مقدار ςمتغیر تصادفی باشند، متغیر تصادفی 

کند اگر و تنها اگر می   H H . 

 به طور آماری مستقل هستند اگر: ςو  ξچنین هم

     H H H    . 

با توجه به این مطلب و تعریف طرح تسهیم راز کامل، خواص 

 زیر را نیز خواهیم داشت:

Aاگر  یکنوایی قوی: د( B  همچنینA  یک مجموعه

 گاه:وابسته باشد، آن Bمستقل و مجموعه 

   1f A f B   

 Bو  Aهاییک از مجموعهاگر هیچ زیرمدولی قوی: ه(

Aمستقل نباشند، اما  B گاه:نمستقل باشد، آ 

       1f A f B f A B f A B     
 

 کران پایین نسبت اطلاعات 

نشان داده شد، به  1979در سال  های معروف آنتروپی کهروش

شود برای هر تابع گردد. به سادگی دیده میصورت زیر بیان می

صدق کرده و مقدار متوسط  (ه( تا )الف)که در خواص  f حقیقی

گاه، باشد، آن rحداقل برابر با  G آن روی مجموعه رئوس

 . ]3[خواهد بود r حداقل برابر با  Gنسبت اطلاعات گراف 

برای اثبات کران پایین  -4-4اثبات قضیه  
 

3 3

2 1

d d

d

 


بر  

6روی نسبت اطلاعات 
dC  کافی است نشان دهیم برای هر تابع

f  :با مقدار حقیقی که در خواص )الف( تا )ه( صدق کند، داریم 

6( )

1
( ) 3 2 ( 2 ).

1d

d

v V C

f v d
d

   


  

بایست ثابت شود. برای این است که میاین همان نامساوی 

6 منظور، مجموعه رئوس گراف
dC  را به دو قسمت مستقل

 کنیم. لذا، داریم:با اندازه یکسان تقسیم می dBو  dAمجزای 

| | | | 3 2 .d
d dA B    

فقط  dBو رئوس در  dBهایی در فقط همسایه dAرئوس 

 گراف دارند. dAهایی در همسایه
1

6 6 2

d dC C K  دو نسخه شامل

(𝑎3. 𝑏1) (𝑎3. 𝑏2) (𝑎3. 𝑏3) (𝑎3. 𝑏4) 

(𝑎4. 𝑏1) (𝑎4. 𝑏2) (𝑎4. 𝑏3) (𝑎4. 𝑏4) 

(𝑎1. 𝑏1) (𝑎1. 𝑏2) (𝑎1. 𝑏3) (𝑎1. 𝑏4) 

(𝑎5. 𝑏1) (𝑎5. 𝑏2) (𝑎5. 𝑏3) (𝑎5. 𝑏4) 

(𝑎2. 𝑏1) (𝑎2. 𝑏2) (𝑎2. 𝑏3) (𝑎2. 𝑏4) 

 : ضرب دکارتی مسیر با دور)2(شکل 
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6مجزا از  
dC ها نظیر به نظیر یک است که مابین رئوس آن

6 تطابق کامل وجود دارد. فرض کنید رئوس هر دونسخه
dC  به

dصورت ترتیب بهروش فوق به dA B  و' 'd dA B  تقسیم

  و  dB'و  dAهای کامل بین که تطابقطوریشده باشند، به

باشند. بنابراین، تقسیم رئوس گراف  dA'و  dBچنین بین هم
1

6
dC  های از هم جدای مستقل به صورت زیرمجموعه

1 'd d dA A A    و' 'd dA B گردد. با استفاده از انجام می

برای اثبات کران پایین d روی توان از استقرااین تجزیه، می

6( )dR C  استفاده کرد. در مراحل استقرا از نمادگذاری زیر

 اجتماع مجموعه bAکه در آن منظور از استفاده خواهیم کرد 

A عضوی با مجموعه تکb  باشد.می 

[[ , ]] ( ) ( { }).
b B a A

A B f bA f A a
 

     

کنیم که گذاری فرض میدر زمان استفاده از این نام

های یکسان هستند. اکنون، دارای اندازه Bو  Aهای مجموعه

توانیم ثابت کنیم که کران پایین می
6( )dR C  برابر با

( 3) 3

2( 1)

d d

d

 


 است. 

1dبرای هر  -5-4لم   :داریم 

6

( 3) 3
( )

2( 1)

d d d
R C

d

 



. 

 زیر نیازمندیم. : برای اثبات لم فوق به بیان ادعایاثبات

6 گراف برای ادعا:
dC های مستقل افراز رئوس آن به مجموعه با

d dA B :داریم 

6

1
( ) [[ , ]] 3 2 ( 1 )

1
( )

d

d

d d

v C

f v A B d
d

    


 1  

استفاده       d برای اثبات ادعا از استقرا روی اثبات ادعا:

1dفرض کنیم نامساوی فوق به ازای .کنیممی   .برقرار باشد

6که نامساوی برای هر دو نسخه با فرض این اکنون
dC  با

dvو  dvمجموعه رئوس    1در گراف
6
dC   رئوس با مجموعه

1dV بندی رئوس این گراف به فرم ، برقرار باشد، با تقسیم

1 'd d dA A A   1و 'd d dB B B   کنیم حکم برای ثابت می
1

6
dC   نیز برقرار است. اکنون بر اساس فرض استقرا بیان شده

 داریم:

1 '

1

( ) ( ) ( ) [[ , ]]

1
[[ ' , ' ]] 3 2 ( 1 )

1

d d d

d d

v V v V v V

d

d d

f v f v f v A B

A B d
d

  



   

   


  

(2)
 

 توان نشان داد:می

[[ , ]] [[ ' , ' ]]

[[ ' , ' ]] 6 2

d d d d

d

d d d d

A B A B

A A B B

 

 
 

 ( داریم:2با ترکیب این نامساوی با معادله )

1
6

1

( ) [[ ' , ' ]]

1
3 2 ( 1 ) 6 2 .

1

d

d d d d

v C

d d

f v A A B B

d
d





 

    



 

 توان دید:اما به سادگی می

1

1

1
3 2 ( 1 ) 6 2

1

1
3 2 ( 2 ),

2

d d

d

d
d

d
d





     


  


 

 بنابراین:

1
6

1

( ) [[ ' , ' ]]

1
3 2 ( 2 ),

2

d

d d d d

v C

d

f v A A B B

d
d





 

  



 

1dو لذا حکم برای   شود. برقرار بوده و ادعا ثابت می 

 پردازیم:می 4-4اکنون به ادامه اثبات قضیه 

1dفرض کنید     و
6( )d

d dV C A B   افراز مجزای

جایی که در هر های مستقل راسی باشد. از آنرئوس به مجموعه

d3دقیقاً  dBو  dAهای مستقل مجزای یک از بخش 2  راس

توانیم بین رئوس این دو دسته یک تطابق وجود دارد؛ لذا می

کامل درنظر بگیریم. اگر ,a b باشد،  های این تطابقیکی از یال

 نوایی قوی داریم:خاصیت یکبا توجه به 

( ) ( { }) 1,d df bA f A a    

 با مجموعه dA اجتماع مجموعه dbAکه در آن منظور از 

} که چرا است برقرار فوق نامساوی باشد.می b عضویتک }dA a 

چنین نیست.  dbAکه مستقل راسی است، درحالی یک مجموعه

با درنظرگرفتن رابطه فوق برای هر یک از زوج جملات حاصل از 

 های زیر داریم:مجموع
 

[[ , ]] ( ) ( { }) 3 2 .
d d

d

d d d d

b B a A

A B f bA f A a
 

     

 بنابراین: 

6

1
( ) 3 2 ( 1 ) 3 2

1

1
3 2 ( 2 )

1

d

d d

v C

d

f v d
d

d
d



      


  



 

6که جاییاز آن 2d  6راس در

dC  وجود دارد، پس حداقل

6یک راس 

dv C :وجود دارد به طوری که 
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1
3 2 ( 2 )

1( )
6 2

d

d

d
df v

  



 

 کند، زیرا:و این اثبات را تمام می

( 3) 3
( ) .

2( 1)

d d
R G

d

 




  کران بالای نسبت اطلاعات 

استفاده خواهیم   ]12 [ت کران بالا از روش تجزیه برای اثبا

های تسهیم راز در حالت کلی روشی برای طرح کرد. در این مقاله

تجزیه گویند. این روش، یک -ده است که به آن ساختار ائه شار

ساختار بازگشتی برای تولید یک طرح تسهیم راز با استفاده از 

هایی از طرح اصلی تر به عنوان بلوکم راز کوچکهای تسهیطرح

است. این روش در ساختار دسترسی یک گراف، بر پایه یافتن یک 

بایست از این گراف می یال هر کهطوریپوشش از آن گراف است به

های این پوشش قرار گیرد. قضیه زیر تا از زیرگرافدر حداقل 

از چنین پوششی را برای معرفی یک کران بر روی نحوه استفاده 

 کند. ساختار دسترسی گرافی بیان می

های از زیرگراف ایخانواده iGکنید  فرض ]12 [-6-4قضیه

G که هر یال از گراف طوریباشد بهG  متعلق به حداقل  تا

ها باشد. به ازای راس-iGاز    v V G :تعریف کنید 

) اگر )iv V G کنیمتعریف می ( ) 0ir v  و در غیر این

)صورت  ) ( )i ir v R Gگاه:. آن 

( )

( )

ir v

i
v GR G sup





 

را برای یافتن کران بالایی مطلوب برای  حال، قضیه فوق

6( )dR C .به کار می بریم 

 داریم: d به ازای مقدار صحیح نامنفی -7-4لم 

6

( 3) 3
( )

2( 1)

d d d
R C

d

 



 

جا پوششی از در این اثبات:
6

dC  6و  4توسط دورهای به طول 

شود، می رخ نامیده-2ها را به اختصار دهیم و این پوششارائه می

1dکه هر یال دقیقاً طوریبه   ًبار و هر راس دقیقا
2 3 1

2

d d  

به  7-4لم شوند که در نتیجه ها پوشیده میرخ-2بار توسط 

  شود.اثبات می 6-4ای از قضیه عنوان نتیجه

6به وضوح، 

dC  یک گراف( 2)d   منظم است که دارای

6 2d های شامل باشد. توجه دارید که هر زوج از یالراس می

دهند. بنابراین، هر راس دقیقاً روی رخ می-2یک تشکیل  v راس

2
1

2

d  
 

 
توان رخ قرار می گیرد. حال، به سادگی می-2تا  

6 ها یک پوشش برایرخ-2بررسی کرد که تمامی 

dC  تشکیل

که هر یال از طوریدهند بهمی
6

dC  1مشمول در حداقلd   از

)ها تشکیل یکرخ-2ها است. بنابراین، رخ-2این  1)d  پوشش

از 
6

dC دهند. با توجه به مطالب فوق داریم:می 

2 3
1

2 2 ( 3) 3
( )

1 2( 1)

d

d d
R G

d d

 
  

   
 

 

نتیجه شده و به  7-4و لم  5-4حال، قضیه اصلی از لم 

 باشد:صورت زیر می

 ، داریم:d برای مقدار صحیح نامنفی -8-4قضیه 

6

( 3) 3
( ) .

2( 1)

d d d
R C

d

 



 

قضیه فوق در واقع مبین یک مقدار دقیق برای نسبت اطلاعات 

 باشد. ها مییک رده نامتناهی از گراف

 گیری نتیجه -5

نسهبت اطلاعهات سهاختارهای دسترسهی گرافهی        در این مقالهه، 

های تسهیم راز مورد مطالعه قرار گرفت. به این منظور کران طرح

پایینی برای نسبت اطلاعات حاصل ضرب دکهارتی یهک درخهت    

3mبرای هر  mCو دور  3قطر حداقل دلخواه با    یافتیم. برای

ین کران پایین از نسبت اطلاعهات یهک زیرگهراف القهایی     یافتن ا

شده در این گراف استفاده شهد. عهلاوه بهراین،    معروف و شناخته

بهترین نسبت اطلاعات، طرح تسهیم راز کامل بر پایه گراف 
6

dC 

را تعین کردیم که در آن، 
6

dC  گراف حاصل از ضرب دکارتی دور

تهر، بهرای ههر    مکعب است. به طور دقیق d با گراف 6به طول 

1d   ثابت کهردیم کهه ،
6

( 3) 3
( )

2( 1)

d d d
R C

d

 



. جههت ارائهه   

کران بالای نسبت اطلاعات 
6

dC    توسهط  ، از پوشهش ایهن گهراف

 Stinsonلاعات معین بهه روش تجزیهه   هایی با نسبت اطزیرگراف

تهر مقهالاتی کهه تهاکنون بهه ایهن موضهوع        استفاده شد. در بیش

ای ارائهه شهده   های غیردقیق و بهه صهورت بهازه   اند کرانپرداخته

که در این مقاله نتیجه اصلی به صورت یهک کهران   است، درحالی

 دقیق معرفی گردیده است.

های تواند نسبت اطلاعات دقیق گرافعلاقمند میخواننده 

 بسیاری که هنوز تعیین نگردیده است را مورد مطالعه قرار دهد.
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