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 J(10,4)آمیزی تام گراف رانگ-2های پارامتر بعضی از ماتریس

 2عفت علائیان، *1یانعلائ مهدی

 یراندانشگاه علم و صنعت ا ،دانشجو دکتری -2، یراندانشگاه علم و صنعت ا ،استاد -1

 (50/50/59پذیرش: ، 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
 mبه  Gرنگ، یک افراز از مجموعه رئوس  mبا  Gرنگ آمیزی تام گراف  مفهوم کدهای کاملا منتظم، توسط دلسارته ارائه شده است.

      و ماتریس  aijاست که آن را     دارای تعداد یکسانی مجاور از     هر راس از ، i; j{1,…,m}است که برای همه  A1, . . . , Amبخش 

A = (aij) i;j{1,2,…,m} گراف بخش(  2رنگ آمیزی تام )افراز منصفانه به -2کنیم. ما در این مقاله را ماتریس پارامتر نامگذاری میJ(10,4) 

 کنیم.را بررسی می

    رنگ آمیزی تام-2گراف جانسون، ماتریس پارامتر، : یدیکلهای واژه

 6مقدمه -6
دلسارته اقدام به معرفی خانواده ای از کددها کدرد    3791در سال 

که از خواص ترکیبیاتی جالبی برخدوردار بودندد. او ایدن کددها را     
کدهای کاملا منتظم نامید و در همان زمان حدسی را مطرح کرد 

اساسی در زمینه کدگذاریی و نظریده  که هنوز یکی از سوال های 
گراف می باشد؛ هیچ کد تام غیر بدیهی در گراف جانسون وجدود  
ندارد. برای دانستن ارتباط بین حدس یاد شده و کددهای کداملا   
منتظم، ذکر این نکته کافیست که هدر کدد تدام یدک کدد کداملا       

در واقع دلسارته برای اثبات حدس خود ترجیح داد  .منتظم است
های کاملا مندتظم در گرافهدای جانسدون یافتده  و سد س      که کد

نشان دهد که هیچ کدام از این کدها، کد تام غیر بددیهی نیسدت.   
اصطلاح افراز منصدفانه ابتددا توسدط هاینداس وورس در مطالعده      

ران از یگد همچندین سداکس و د   ماتریسهای منصفانه مطرح شد .
ای جملده  ندد افرازهای منصفانه به عنوان ابزاری برای محاسدبه   

. نویمار نشان داد کده هدر زیدر    گراف استفاده کردند کمشخصه ی
مجموعه از رئوس گراف یک کد کاملا منتظم است اگر و تنها اگر 
افراز فاصله آن، منصفانه باشد. تا کنون نتدای  بسدیاری در زمینده    
رده بندی ماتریس های پارامتر برای گرافهای مختلف بدست آمده 

 J(10,4)رنددگ آمیددزی تددام گددراف   -2بدده  اسددت در ایددن مقالدده

 پردازیم. می

 یمقدمات میمفاه -2

     کنیم. در این بخش تعاریف، قضایا و مفاهیم اولیه را بیان می

 شود: تعریف می 3و  0تایی های   nمجموعه تمام 

 

  alaeiyan@iust.ac.irرایانامه نویسنده مسئول: *

                      }}1,0{  

        است.   مولفه های غیر صفر، تعداد   در   تایی  nوزن  

گرافی است گه رئوس آن  J(n,w)گراف جانسون  :6-2تعریف 

است و رئوسی مجاورند که    در   wهای با وزن تایی  nهمه

دقیقا در دو مولفه با هم اختلاف داشته باشند که گرافی منتظم 

 )است که تعداد رئوس آن برابر است با  w(n-w)با درجه 
 
). 

. در این صورت مجموعه x    فرض کنیم :2-2تعریف 

گوییم و آن را با   را ساپورت   های غیر صفر  اندیس مولفه

supp(x) دهیم. نشان می  

Supp(x) = {i{1,2,…,n}|   ≠0} 

 nیک مجموعه  vطرح، فرض کنیم که  t-(n,k,𝜆)- :3-2تعریف 

ای از زیر  شامل گردایه v طرح روی-tعضوی باشد. یک 
به نام بلوک است، با این ویژگی که  v تایی kهای مجزای  مجموعه

 بلوک قرار داشته باشند و 𝜆 دقیقا در v عضوی tهر زیر مجموعه 

 نامیم. طرح میt-(n,k,𝜆)-آن را 

را یک دستگاه اشنایدر  𝜆=  3با   طرحt یک  :4-2تعریف 
 دهیم. نشان می S(n,k,t)نامیم و آن را با  می

شود فاصله منتظم نامیده می ،Gگراف همبند :5-2تعریف 
  x,yV(G)باشد و برای هر دو راس    kهرگاه منتظم از درجه

  i+1 همسایه در فاصله     دقیقا xهستند،  d(x,y)=iکه در فاصله 

 داشته باشند.  yاز
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 قطر  dکه طوریبه                              دنباله

G  است را آرایه اشتراکG اگر  نامیم. می 
          . 

هستند، باشد، آنگاه  yاز  i در فاصله که xهای تعداد همسایه  

 شوند. اعداد اشتراک نامیده می         اعداد 

رنگ – mرنگ را یک mبا  Gهر رنگ آمیزی گراف  :1-2تعریف 
   [   ]   آمیزی تام با ماتریس

گوییم هرگداه هدر راس بده     
 A  داشته باشد. به ماتریس jراس مجاور به رنگ     ، تعداد iرنگ 

رنگ اول را سدفید و رندگ    m=2ماتریس پارامتر گوییم. در حالت 
 گیریم.  دوم را سیاه در نظر می

تدوان بده    مدی را  Gآمیزی تدام در گدراف   رنگ– mهر  نتیجه:

در نظدر گرفدت کده                     صورت یک نگاشت 

 خاصیت ذکر شده در تعریف را داشته باشد.

رندگ   mبدا   Gآمیزی تام گراف یک رنگ Tاگر  [2: ]7-2قضیه 
 G، یک مقدار ویژه ماتریس مجاورت Tباشد، آنگاه هر مقدار ویژه 

 است.

 یدک T مندتظم و  -kیدک گدراف    Gفرض کنیم  [4]: 8-2قضیه 
m–آمیزی تام با ماتریسرنگ   [   ]   

باشد. در  Gدر گراف 
 است. kبرابر  Aاین صورت مجموع مقادیر هر سطر در ماتریس 

باشدد. تعدداد     iیک راس دلخدواه بده رندگ     v برهان. فرض کنیم
تعدداد رئدوس    یاسدت. از طرفد      برابر  jبه رنگ  vرئوس مجاور 

∑ باشد. بنابراین  می kبرابر  vمجاور        
در نهایت از آنجا  .   

 رسد. ، قضیه به اثبات میدلخواه انتخاب شده بود vکه راس 

ماتریس  آمیزی تام بارنگ-2یک  Tفرض کنیم  [4: ]9-2قضیه 

[
  
  

 .b,c≠0باشد. در این صورت  Gدر گراف همبند  [

باشد. در این صدورت هدر راس بده رندگ      b=0برهان. فرض کنیم 
سیاه هیچ راس مجاوری به رنگ سفید ندارد. درنتیجه هر راس به 
رنگ سفید نیز هیچ راس مجاوری به رنگ سدیاه نددارد. بندابراین    

دهندد   رئوس به رنگ سیاه و سفید تشکیل دو مولفه همبندی می
 .که با همبندی گراف در تناقض است

آمیدزی تدام بدا    رنگ-2دارای یک  G نانچه گراف  :61-2قضیه 

]ماتریس 
  
  

آمیزی تام بدا مداتریس    رنگ-2باشد، آنگاه دارای  [

[
  
  

 باشد. نیز می  [

 های سفید و سیاه، حکم برقرار است.برهان. با تعویض رنگ

دهنده مجموعه تمام رئوس نشان Rفرض کنیم  [4] :66-2قضیه 

]آمیدزی تدام بدا مداتریس    رنگ-2 سفید در یک
  
  

در گدراف    [
 :اشد. در این صورتب Gهمبند 

          
 

   
. 

هدای  های بین رئوس سفید و نیدز حدذف یدال   برهان. با حذف یال

هدای  دسدت آمدده بدا بخدش    هبین رئوس سیاه، گراف دو بخشی ب

مجموعه رئوس سفید و مجموعه رئوس سیاه را در نظر بگیرید. در 

ه رندگ  راس مجداور بد   b این گراف هر راس به رنگ سفید تعدداد 

اسدت. از   R|b|ها در این گراف برابدر  سیاه دارد. بنابراین تعداد یال

بده رندگ   راس مجداور   c طرف دیگر هر راس به رنگ سیاه، تعداد

باشد.  می B|c| ها در این گراف برابریال سفید دارد. درنتیجه تعداد

 لذا   ،|W|+|B|=|V(G)|از آنجا که 

|V (G)|=|W|+|B| 

= |W|+ 
 

 
    

 (
   

 
)     

 آید.دست میهشده به سادگی بدرنتیجه حکم خواسته

دهنده مجموعه تمدام رئدوس   نشان |B|فرض کنیم  :62-2نتیجه 

]آمیدزی تدام بدا مداتریس    رندگ -2 سیاه در یک
  
  

در گدراف    [

 باشد. در این صورت  Gهمبند 

          
 

   
 

 

آمیدزی تدام بدا    رندگ  -2 یدک  T فرض کندیم   [4: ]63-2قضیه  

]ماتریس پارامتر
  
  

باشدد. در ایدن    Gمندتظم    -kدر گدراف    [

 هستند. a-cو  kصورت مقادیر ویژه ماتریس پارامتر برابر 

است بده   k دانیم مجموع تمامی سطرها برابر برهان. از آنجا که می

یک مقدار ویژه با بدردار متندا ر        توان دید که  می سادگی

[
 
 
توجده  ابتددا     است. برای بدست آوردن مقددار ویدژه دیگدر     [

. امدا            . لدذا                  کنیم کده 

c+ d=k  در نتیجه . 

                    
 

 دقیقا عبارتند از: J(n,w)مقادیر ویژه [ 4: ]64-2قضیه 

θi = (n-w-i)(w-i)-I              0 iw. 

 در نظر بگیرید:ای زیر را  ند جمله[4: ]65-2نکته

f(l,n,w,a11,a21) =w(n-w-l)+a21-a11-l(n-w-l+1) 

 lبه عنوان تدابعی از    f(l,n,w,a11,a21)کو کترین ریشه   اگر 

 باشد آنگاه:

k1=
    √                      

 
. 

رنگ آمیزی تام -2یک T فرض کنیم  [4: ]61-2گزاره

باشد. در این صورت عدد  A=[aij]i,j=1,2ماتریس  با  J(n,w)برای
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(    
     

)    

       
0 که  i,jبرای هر    i j k1-1   عددی

و  J(n,w)ویژه  مقدار θk1 اندیس k1صحیح است که در آن 

 است.   f(l,n,w,a11,a21)ایهمچنین کو کترین ریشه  ندجمله

فاصله انتقالی است هرگداه بدرای هدر دو     Gگراف   :67-2تعریف

یددک اتومورفیسددم  d(x,y)=d(u,v)کدده  u,v و همچنددین x,yزوج  

 برد. باشید که یک زوج را به یک زوج دیگر می  Gروی

 یک گراف فاصله انتقالی، فاصله منتظم است. [5: ]68-2گزاره

فاصله انتقالی  ،dبا قطر   J(n,w)گراف جانسون  [4: ]69-2قضیه

 با آرایه اشتراک 

bj=(w-j)(n-w-j) 

cj=   

aj=k-bj-cj 

0و   درجه رئوس kباشد که در آن می    j d .است 

گیدریم. همده    را ثابدت مدی   i{1,…,n}مؤلفده   [4: ]61ساختار 

و بقیده را   wام آن صدفر اسدت را در   i  که مؤلفهJ(n,w) رئوس در 

رندگ تدام بدا مداتریس     -2دهیم. در این صورت یدک   قرار می Bدر

[
         

             
دسددت هبدد  J(n,w)بددرای  [

 آید.می

 or 1وجود دارد اگر و تنها اگر S(n,4,3)دستگاه  [4: ]21-2قضیه

4 mod 6 n. 

ا در ر  J(n,w)در گددراف  S(n,w,w-1)دسددتگاه [ 4: ]62ساااختار 

قدرار   Bو بقیه رئوس را در  wرا در  های دستگاهنظر بگیرید. رأس

رنگ آمیزی تام بدا مداتریس پدارامتر    -2دهید. در این صورت یک 

[
       
         

 آید.دست میهب  [

عدددی فدرد باشدد، آنگداه یدک      q  5هرگداه  [ 4] :26-2نکته

(q+1,4,3)-1  .طرح وجود دارد 

وجددود  J(n,w)طددرح در  3-(n,w,𝜆)اگددر یددک  [4] :64ساااختار 

 و دیگدر   wهدای موجدود در طدرح را در    داشته باشدد. آنگداه رأس  

بدا   آمیزی تدام بدرای گدراف   رنگ-2دهیم. قرار می B ها را درراس

]ماتریس پارامتر 
  𝜆             𝜆    

𝜆        𝜆 
دست هب [

 آید.می

-2بعضی از ماتریس پارامترهای ممکن بارای   -3

 J(10,4)رنگ آمیزی تام گراف 

های پارامتر و ساختارهای مدرتبط بده آن را   در این بخش ماتریس

منتظم  -J(10,4) ،22آوریم. گراف دست میهب J(10,4)برای گراف 

رأس است که مقدادیر   230باشد و تعداد رئوس آن  می 2و با قطر 

  :ویژه آن عبارتند از

0=24, θ1=14, θ2=6, θ3=0, θ4=-4.θ 

ابتدددا  J(10,4)هددای تددام در  رنددگ آمیددزی-2بددرای پیدددا کددردن  

را داشدته   9-2کنیم که شرط لازم قضیه هایی را پیدا میماتریس

 A=[aij]i,j=2منتظم است، لذا اگدر  J(10,4) ،22 کهباشند. از آنجایی

 باشدد آنگداه   J(10,4)آمیزی تام بدرای  رنگ-2ماتریس پارامتریک 

a11+a12=a21+a22=24 هدای اعدداد صدحیح     ازآنجدایی کده درایده    و

0نامنفی هستند، بنابراین  a11 . اکندون کدار محاسدبات را    24

 دهیم.انجام می

]=A. پس  a11=24.حالت 3
   
      

 لذا داریم: .[

0=24-           θ 

1=24-            θ 

2=24-           θ 

3=24-           θ 

4=24-            θ 

  22بدیش از   Aهدای   درایده منتظم است،  -J(10,4) ،22 ون 

   قابددل قبددول نیسددت. بددرای        باشددند. پددس  تواننددد نمددی

      و   0     دون داریدم                هایحالت

بداقی          پذیر نیست و فقط حالتها امکانپس این حالت

]=    ماند که می
   
   

]. 

]=A. پس  a11=23.حالت 2
   
      

 . لذا داریم:[

0=23-            θ 

1=23-           θ 

2=23-           θ 

3=23-           θ 

4=23-            θ 

نباشند پس  22باید نامنفی و همچنین بیشتر از   Aهای درایه

 مانند عبارتند از:که باقی می  Aمقادیری از

]=A. پس  a11=22.حالت 1
   
      

 . لذا داریم:[

0=22-            θ 

1=22-           θ 

2=22-           θ 

3=22-           θ 
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4=22-            θ 

نباشند پس  22باید نامنفی و همچنین بیشتر از   Aهایدرایه

 مانند عبارتند از:که باقی می  Aمقادیری از

    =[
   
   

]      =[
   
   

]   

    =[
   
   

]. 

]=A. پس  a11=21.حالت 2
   
      

 و در نتیجه داریم: [

0=21-            θ 

1=21-           θ 

2=21-           θ 

3=21-           θ 

4=21-            θ 

نباشدند   22باید ندامنفی و همچندین بیشدتر از      Aدرایه های

 مانند عبارتند از:که باقی می  Aپس مقادیری از

    =[
   
   

]      =[
   
   

], 

    =[
   
   

]. 

باشددد. لددذا فقددط رونددد بدده صددورت فددو  مددی 25تددا شددماره 

 نویسیم. های بدست آمده را می ماتریس

    =[
   
   

]            =[
   
    

]  

     =[
   
   

]            =[
   
   

]    

     =[
   
   

]      =[
   
    

]  

     =[
   
   

]            =[
   
   

]  

    =[
   
   

]             =[
   
    

]        

    =[
   
   

]            =[
   
   

] 

    =[
   
   

]             =[
   
    

]        

    =[
   
   

]            =[
   
   

] 

    =[
   
   

]             =[
   
    

]        

    =[
   
   

]            =[
   
   

] 

     =[
   
   

]          =[
   
   

]       

     =[
   
   

]          =[
   
   

] 

     =[
    
   

]          =[
    
    

]       

     =[
    
   

], 

     =[
    
   

]          =[
    
    

]       

     =[
    
   

] 

     =[
    
   

]         =[
    
    

]       

     =[
    
   

] 

     =[
    
   

]         =[
    
    

]       

     =[
    
   

] 

     =[
    
   

]          =[
    
    

]       

     =[
    
    

] 

     =[
   
   

]            =[
   
   

]          

     =[
   
    

] 

     =[
   
   

]            =[
   
   

]          

     =[
   
    

] 

     =[
   
   

]       =[
   
   

]   

     =[
  
    

]. 

     =[
   
   

]             =[
   
   

] 

     =[
   
   

]             =[
   
   

] 

     =[
   
   

]             =[
   
   

] 

     =[
   
   

]             =[
   
   

] 

     =[
   
   

]             =[
   
   

] 

     =[
   
   

]             =[
   
   

] 

     =[
   
   

]  

 31-2و گدزاره   35-2، نکتده  30-2حال با استففاده از قضیه 

کندیم. پدس از    ماتریس هایی که شرط لازم را ندارندد حدذف مدی   

 مانند. ماتریس زیر باقی می 20انجام محاسبات 
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 30کنیم. از سداختار   های فو  را بررسی میدر ادامه ماتریس

آمیدزی تدام بدرای    رندگ -2یک      شود که ماتریس نتیجه می

J(10,4) های سدیاه و سدفید کده مداتریس     است. با جابجایی رنگ

 است. J(10,4)آمیزی تام برای گراف رنگ-2نیز یک      

 J(10,4)آمیزی تام بدرای  رنگ-2نیز ماتریس پارامتر        

 S(10,4,3) :داریم 20-2و بنا به قضیه  mod 6 10 4است. زیرا 

شود. با جابجدایی  حکم نتیجه می 32وجود دارد و حال از ساختار 

نیدز مداتریس        شود ها نتیحه مییاه گرههای سفید و سرنگ

 است.  J(10,4)آمیزی تام برای گراف رنگ -2پارامتر 

رندگ آمیدزی تدام بدرای گدراف       -2ماتریس پدارامتر         

J(10,4)  طرح وجدود   (10,4,3)-3یک  23-2است. زیرا طبق نکته

آید. بدا جابجدایی   دست میهآمیزی تام برنگ 32دارد و از ساختار 

آمیزی رنگ-2نیز یک       های سیاه و سفید که ماتریس رنگ

 است.  J(10,4)تام برای گراف 

ماتریس فو  دارای ساختار هسدتند   20ماتریس از  1تا اینجا 

مانده آنهایی که ساختار ندارند را حدذف  های باقیحال از ماتریس

 کنیم.می

یدزی  آمرندگ  -2نمیتواند ماتریس پارامتر یک      ماتریس 

در   w|=0|،33-2باشد زیرا بندا بده قضدیه     J(10,4)تام برای گراف 

 .     حالی که 

تواندد  نمدی      دهیم که مداتریس  با برهان خلف نشان می 

باشد.  J(10,4)آمیزی تام بترای گراف رنگ -2ماتریس پارامتر یک 

آمیدزی  رندگ  -2مداتریس پدارامتر یدک          فرض کندیم کده   

-2باشد. بدا توجده بده قضدیه      J(10,4)ی گراف برا T={W,B}تام

 Bدو راس مجدداور در  yو  x. اگددرW|=189,|B|=21|داریددم کدده 33

رأس  35با توجه به ماتریس مفروض، هرکدام دقیقدا   باشند، آنگاه

 داریم:  37-2 دارند. حال از قضیه Bهمسایه در 

                         

همسایه مشترک دارندد. در بددترین حالدت     y ،8و  xبنابراین 

قرار داشته باشند. در این  Bهمسایه همگی در  8فرض کنیم این 

B|| :صورت بنا بر این داریم که یک تناقض است.  22=15+15-8

های سدفید و   و با توجه به جابجایی رنگ      بنا براین ماتریس 

رندگ   -2وانند مداتریس پدارامتر یدک    ت نمی      سیاه ماتریس 

 باشند. J(10,4)آمیزی تام بترای گراف 

و      ،     ،     هدای   حال با استدلال مشدابه مداتریس  

آمیدزی تدام بتدرای    رنگ -2توانند ماتریس پارامتر یک  نمی     

،     ،     مددداتریس  9باشدددند. و تکلیدددف  J(10,4)گدددراف 

بعنوان مسدئله بداز هندوز          و       ،      ،     ،     

 تعیین تکلیف نشده است.
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