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 فاصله متوازن    یها تام گراف یدر رابطه با کدها ینکات

 3یشبان ین، حس2یانعلائ ی، مهد*1یحسن خراز

 دانشگاه کاشان دکتری ریاضی،  -3 یراندانشگاه علم و صنعت ا ،استاد -2)ع(  یندانشگاه امام حسیار، استاد -1

 (50/53/59، پذیرش: 50/50/50)دریافت: 

 چکیده
چنین برخی نتایج در رابطه با  پردازیم. هم های فاصله متوازن می های گراف در این مقاله به بررسی وجود کدهای تام در برخی از خانواده

 .های این نوع گراف نیز آورده شده است ضرب دورها و توان وجود کدهای تام در حاصل

 

    فاصله متوازن، کد تام، توان گراف یها گراف: یدیکلهای واژه

 7مقدمه -7
کدهای تام در گراف بهه ننهوان تیمیمهی از کهدهای تهام در      

نظریه کد میرفی گردید و شرایط لازم برای وجود این نهوع کهدها   

این [. 1] ها مورد بررسی قرار گرفت های گراف در برخی از خانواده

مفهوم مورد توجه محققین در این زمینه قرار گرفت و به بررسهی  

. مسأله تییین وجهود  [2]ها پرداختند  و تییین وجود آن در گراف

. بنهابراین،  [3]سخت است  -  کد تام در یک گراف، یک مسأله 

تییین وجود یک کد تام در آن، از مسهالل    شده برای گراف داده

مورد نلاقه محققین است و لذا در این زمینه سوالات زیر مطهر   

، آیا این گراف شهامل یهک کهد تهام      شده است: برای گراف داده

گاه این کد به چه صورتی  شامل یک کد تام باشد آن  است؟ اگر 

 است؟

کهه فاقهد    منظور از یک گراف در این مقاله یک گهراف سهاده  

یهک گهراف بها      باشد. فرض کنیهد   های چندگانه و طوقه می یال

  است. اگهر        های  و مجمونه یال     های  مجمونه رأس

ای  ها دنبالهه  گاه یک مسیر بین آن باشند آن  دو رأس گراف   و 

هاست که ههی  رأس و یهالی در آن تاهرار ن هده      ها و یال از رأس

، گرافی است که بین هر دو رأس آن یک مسیر بنداست. گراف هم

های آن است.  وجود داشته باشد. طول یک مسیر برابر با تیداد یال

هها   را فاصهله بهین آن    و   ترین مسیر بین رأس  طول یک کوتاه

شهود.   ن ان داده مهی        صورت و یا به        نامیده و با 

ترین شود برابر با بیش ان داده مین         که با    گراف قطر

 های گراف است. فاصله ممان بین همه رأس

 

 hkharazi@ihu.ac.irرایانامه نویسنده مسئول:  *

یک ندد صحیح مثبهت اسهت. در     و        فرض کنیم 

نبهارت اسهت از     و شهیاع    این صهورت، یهک گهوی بهه مرکهز      

 ها به صورت  ای از رأس زیرمجمونه

       {               }  
 

یک گراف است. در ایهن صهورت ههر      فرض کنید  تعریف:

را یک کد و هریک از نناصهر آن را       از   زیرمجمونه مانند 

تام گهوییم هرگهاه همهه     - را یک کد   نامیم. کد  یک کدواژه می

     ها ت ایل یک افراز بهرای   و مرکز کدواژه  ها به شیاع  گوی

 نامند.  تام را کد تام می- ، کد    بدهند. در حالت خاص 

کهه         ههای   گهاه گهوی   تهام باشهد آن   - یک کد   اگر 

پوشانند. فرض بهر   ، مجزا هستند و تمام رلوس گراف را می   

بند است، زیرا در غیر این صورت، هر مولفه این است که گراف هم

یهک کهد تهام      تام باشد. در حالتی کهه   - گراف باید شامل کد 

 است داریم:

 از    و   و رأس برای هر د  ،        ، 

  قرار ندارد حداکثر با یک کدواژه مجاور   هر رأس که در

 است. 

های  پردازیم. گراف در ادامه به میرفی گراف فاصله متوازن می

در  1111[ در سهال  4] (Handa)فاصله متوازن ابتدا توسط هاندا 

های جزلی مورد بررسی قرار گرفهت و سه ا ایهن     رابطه با مایب

[ بههه صههورت رسههمی میرفههی و در 5در ] 2002مفهههوم در سههال 

هههای گونههاگون گههراف مطالیههه گردیههد.  ضههرب چههارچوب حاصههل
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یال دلخواهی از آن اسهت. در ایهن      یک گراف و   فرض کنید 

تهر   نزدیهک   نسهبت بهه     صورت مجمونه همه رلوسهی کهه بهه    

   هستند را با 
 دهند. به نبارت دیگر: ن ان می  

   
  {                    }  

   به طریق م ابه مجمونه 
چنهین   شهود. ههم   تیریه  مهی    

  مجمونه 
 

ها از  مجمونه رلوسی است که فاصله آن صورتبه   

 به یک اندازه است. به بیان دیگر:   و   دو رأس 

  
 

  {                    }  

   سهه مجمونهه      برای یهال  
  ،   

  و   
 

یهک افهراز     

 . دهند میاراله   رأسی برای 

   گویند هرگاه برای ههر یهال    متوازنرا فاصله   گراف  تعریف:

   |از آن 
 |  |   

 | . 

ههای فاصهله    تهام در برخهی گهراف    -tقاله وجود کهدهای  در این م

  متوازن بررسی خواهند گردید.

  های فاصله متوازن کدهای تام در گراف -0

ههای   در این بخش به بررسی وجود کدهای تهام در برخهی گهراف   

ها،  فاصله متوازن خواهیم پرداخت. با استفاده از انمال روی گراف

[. پژوه گران 6های فاصله متوازن جدیدی ساخت ] توان گراف می

هها    ضهرب گهراف   بسیاری در رابطه با وجود کدهای تهام در حاصهل  

ها، ضرب دکارتی  ضرب ین حاصل[. یای از ا1-7اند ] مطالیه نموده

ههای آن   ( است که مجمونه رلوس و یال   )  و   دو گراف 

 برابر است با:

                ,  

       {           [           ]
 [             ]}  

بند هسهتند. در ایهن صهورت    دو گراف هم  و   فرض کنید 

یک گراف فاصله متوازن است اگر و تنها اگر هر دو گهراف      

 [. 5فاصله متوازن باشند ]  و   

ضرب  رأس، فاصله متوازن بوده و لذا حاصل  با    گراف دور 

دکارتی تیدادی از دورها نیز فاصله متوازن هستند و در قضیه زیر 

 کند. ها را بیان می وجود کدهای تام در این نوع از گراف

   دورههای    فرض کنید  [:0-6، قضیه 72] 7قضیه 
 ،  ،   

 

تهام اسهت    - دارای یک کهد    است. در این صورت     برای 

 - باشد. به نلاوه، یهک کهد             مضربی از    اگر هر 

 گردد. رأس تییین می  توسط   تام از 

ای  رت دنبالهرأس به صو   شامل     بیدی - مایب  -گراف ابر

های دودویی اسهت کهه دو رأس بهاهم مجهاور هسهتند       تایی - از 

هرگاه تنها در یک مولفه اختلاف داشته باشند. این گهراف فاصهله   

تهوانی      تام است اگر و تنها اگر  -1متوازن بوده و دارای کد 

توان به راحتهی نتیجهه    باشد. در حالت کلی، قضیه زیر را می 2از 

 گرفت.

آن    تهام در   - یک شرط لازم برای وجود یهک کهد    :0قضیه 

)است که   
   

) (    
 

 یک مقدار صحیح باشد. (

 آید. [ به راحتی حام به دست می11اثبات. با استفاده از ]

  یک گراف دوبخ هی و    فرض کنید  [:8، نتیجه 8] 3قضیه 

ضرب دکهارتی   یک ندد صحیح مثبت است. در این صورت حاصل

 دارای کد تام است.      با ابرمایب   ک ی از    

ای از انضای  زیرمجمونه  یک گروه متناهی و   فرض کنید 

را تولیهد    و       که شامل همانی نیست، طوریآن است به

یهک گهراف                کنهد. در ایهن صهورت، گهراف کیلهی       می

هههای  لو مجمونههه یهها    منههتظم بهها مجمونههه رلههوس  -   

  {         } . 

 یک گراف فاصله متوازن است.          گراف کیلی  :4لم 

گراف کیلی یک گهراف رأس انتقهالی اسهت و لهذا فاصهله       اثبات:

 متوازن خواهد بود.

را در نظهر             گهراف کیلهی    [:9، لمم  8] 5قضیه 

رای کد تهام  دا  یک گروه آبلی است. در این صورت   بگیرید که 

 است. 

یک ندد صهحیح مثبهت اسهت و گهراف کیلهی        فرض کنید 

گههراف        را در نظههر بگیریههد کههه در آن                

دسهت  دوبخ ی کامل است. بنهابر مطالهب اخیهر، نتیجهه زیهر بهه      

 آید:  می

،  و   برای هر دو ندد صحیح مثبهت   [:77، نتیجه 8] 6نتیجه 

      گراف 
  

 دارای کد تام است.          

های میروف  های فاصله متوازن شامل بسیاری از خانواده گراف

متقارن، پترسن تیمیم  های رأس انتقالی، شبه ها مانند گراف گراف

ههایی منهتظم    ها، گهراف  . بسیاری از این گرافباشند مییافته و ... 

تهوازن  های نامنتظمی با خاصیت فاصهله م  چنین گراف هستند. هم

های م هور فاصهله متهوازن گهرف     بودن وجود دارد. یای از گراف

است که آن را به ننهوان یهک    (1)میرفی شده توسط هاندا شال 

گراف فاصله متوازن نامنتظم میرفی کرد. این گهراف یهک مایهب    
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اسهت ]بهه مرجه        ابرمایهب  جزلی بهوده و قابهل ن هاندن در    

 رجوع شود[. 4

 

گراف هاندا (:7شکل )  

باشد که در قضهیه زیهر بهه آن     گراف هاندا دارای کد تام نمی

 اشاره شده است.

 تام نیست. -1گراف هاندا شامل کد  :1قضیه 

بررسی ندم وجود کد تام در گراف هاندا ساده است و  اثبات:

 آید. دست میراحتی با توجه به شال گراف بهبه

رأس، گهراف شهال    10های با تیداد حهداکثر   در میان گراف

 [. 6( تنها گراف فاصله متوازن نامنتظم و غیردوبخ ی است ]2)

 

   گراف  (:0شکل )

یک ندد صحیح نامنفی است. در ایهن صهورت     فرض کنید 

، 2، 1دار  با رلوس برچسهب       ، گراف دور       برای 

هههایی بهها برچسههب  را در نظههر بگیریههد و بههه آن رأس     ...، 

ای اضهافه کنیهد کهه رأس     به گونه     ، ...،     ،     

 5، 4مجاور رلوس      ، رأس 3و  2، 1مجاور رلوس      

     ،     مجاور رلهوس       ، ... و در نهایت رأس 6و 

نامیهده     آمهده از رو  فهور را گهراف    دستباشد. گراف به 1و 

فاصله متهوازن اسهت.      شود که گرافی نامنتظم است. گراف می

دلیل این مطلب آن است که در این گراف هر یال فقط به یای از 

 سه شال زیر است:

 ؛            ، {     }  ها از نوع  یال 

 هههههههها از نهههههههوع  یهههههههال  {         }، 

 ؛             

 هههههها از نهههههوع   یهههههال  {           } ،

 ؛            

کنهههیم کهههه            و در ههههر یهههک از حهههالات فهههور م هههاهده مهههی 
                 . 

دارای کههد تههام اسههت اگههر و تنههها اگههر      گههراف  :8قضممیه 

 یک ندد صحیح نامنفی است.   که در آن        

 کنیم: را به سه دسته تقسیم می   مجمونه رلوس  اثبات:

  رلوسههی کههه بهها   :   دسههته اول     ،... ،     

 گذاری شده اند. نام

 که با دو       روی دور  4: رلوس درجه   دسته دوم

 مجاور هستند.   رأس از رلوس دسته 

 کهه بها         روی دور  3: رلوس درجه   دسته سوم

 مجاور هستند.    یک رأس از رلوس دسته 

. بهدون      یک کهد تهام و           حال فرض کنید 

. در ایهن صهورت        کنیهد   کاستن از کلیت مسأله، فرض می

قههرار دارد و لههذا     از  3در فاصههله      لزومههار رأس بیههدی  

و این مطلب در وجهود        . فرض کنید      یا       

و ... .       کد تهام تهأثیری نهدارد. بهه همهین ترتیهب لزومهار        

در نظر گرفهت     ،  ،   ،   توان به صورت  را می  بنابراین، کد 

      هها روی دور    یک ندد صحیح مثبت اسهت و تمهام     که 

کنهد   . این مطلب ایجاب مهی           قرار دارند که در آن، 

نهددی صهحیح و     باشهد کهه      باید دوری به طول       که 

. این امر تنها زمانی برقهرار         نتیجه  مثبت است و در

 یک ندد صحیح نامنفی است.   که        است که 

بودن توان یهک گهراف فاصهله    در ادامه خاصیت فاصله متوازن

متوازن بررسی خواههد گردیهد. سه ا بها اسهتفاده از آن وجهود       

هایی کهه فاصهله متهوازن هسهتند،      های گراف کدهای تام در توان

 خواهد شد.  بررسی 

داده و نبههارتی اسههت از ن ههان   را بهها   ام گههراف - تهوان  

و دو رأس در آن با هم            گرافی با مجمونه رلوس 

باشهد.    حهداکثر    ها در  مجاور هستند اگر و تنها اگر فاصله آن
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ام - گهاه تهوان    برابر با قطهر گهراف باشهد آن     اگر حداقل مقدار 

  برای یک رأس مانند چنین با گراف کامل است.  همگراف برابر 

، مجمونهه تمهام    و یک ندد صحیح و نامنفی   بند از گراف هم

شود. به نبهارت   ن ان داده می      را با نماد   رلوس به فاصله 

 دیگر:
      {               }  

یک نهدد صهحیح مثبهت      یک گراف و   فرض کنید  :9قضیه 

گاه تهوان   فاصله متوازن باشد آن  است. در این صورت اگر گراف 

 نیز فاصله متوازن است.   ام آن  - 

است. در این صورت اگر    یالی از گراف    فرض کنید  اثبات:

 گهههاه مجمونهههه رلهههوس     باشهههد آن   یهههالی از گهههراف      

   در                 
ههای   دارد و بقیه مجمونهه  قرار   

  ، در     که در آن       
  

قرار دارند. به طریق م هابه،    

 برقرار است.   حام برای هر یال در 

رأس   گهراف دور بها      فهرض کنیهد    [:0، گزاره 77] 72 قضیه

  است. در این صورت 
  دارای کد تهام اسهت اگهر و تنهها اگهر        

نلاوه، چنین کدی دارای  باشد. به 5مضربی از 
  

 
 کدواژه است. 

و دو رأس        ̅   است که   ̅ گراف   مامل گراف 

مجاور نباشهند. در حهالتی کهه      مجاورند اگر و تنها اگر در  ̅ در 

ریخت باشند، گراف را خودمامهل گوینهد.   یک ̅ و گراف   گراف 

چنهین هسهتند. مجمونهه       ر و دو   مسهیر    برای مثال گهراف 

است و لذا بهرای ههر    ̅   یک کد تام در  {            }

̅̅         ، گراف  و   دو گراف  ̅̅ ̅̅ ̅̅ دارای کد تام است.    

وجود دارد که   مانند   ، نامتناهی گراف بنابراین، برای هر گراف 

 [.11دارای کد تام است ]    

رأس   یک گراف خودمامل بها    اگر  [:3، گزاره 77] 77قضیه 

 است.  شامل کدتام از اندازه    گاه  باشد، آن

  یریگیجهنت -4

که از نظر تصحیح خطا مناسهب هسهتند،   کدهای تام به جهت آن

باشد. بدین منظور ما بهه   مورد توجه پژوه گران در این حوزه می

میرفی دسته خاصی از این کدها به نهام کهدهای فاصهله متهوازن     

گر فاصهله بهین   بیان       یک کد و   پردازیم. فرض کنید  می

جاورند اگهر  م  و   است. در این صورت گوییم   و   های  کدواژه

 ها کمترین مقدار را داشته باشد. قرار دهید: فاصله بین آن

       {                 }  

       {                 }  

       {                 }  

را   دهند. کهد   می  سه مجمونه فور ت ایل یک افراز برای کد 

  گوییم اگر و تنها اگر برای هر دو کد مجاور  "کد فاصله متوازن"

  . برای مثال فرض کنیهد               داشته باشیم   و 

  است. در این صهورت       برای    کد تام حاصل از گراف 

 فاصله متوازن خواهد بود.
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