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 چکیده 

 

خاص مورد مطالعه قرار گرفته  هایهای دسترسی گرافینه برای ساختارمقالات متعددی مقدار دقیق پیچیدگی بهدر 

در این  ها محاسبه نشده است.ی آنها وجود دارند که مقدار دقیق پیچیدگی بهینههای بسیاری از گرافاما هنوز رده .است

بررسی شده است. در یافته   کامل رشدچندبخشی  و رشد یافته ملکاهای ی ساختار دسترسی گرافمقاله پیچیدگی بهینه

 ییافته کامل رشدبخشی چند ورشد یافته  کاملهای گراف برای دقیق پیچیدگی بهینه، مقدار این مقاله نشان خواهیم داد که

3 برابر  ،از یک راس

2
 .باشدمی  

 

 آل، پیچیدگی.ی ایدهتجزیهساختار دسترسی گرافی، ، طرح تسهیم راز تامکلمات کلیدی: 

 

 

 مقدمه   .1

 .ندراز باش های مجاز قادر به بازگشاییرمجموعهداران است که تنها زیطرح تسهیم راز روشی برای تقسیم راز بین سهام

ک ی ی کنند طرح راچکترین اطلاعاتی از راز را بازگشایهای خود نتوانند کوهای غیرمجاز با استفاده از سهماگر زیرمجموعه

 نامیم. می طرح تسهیم راز تام

شود و کوچکترین ساختار گفته می 𝛤ی راز هستند ساختار دسترسی ی افراد مجاز که قادر به بازگشایهی همبه مجموعه

 نامیم. 𝛤0یا  𝛤 یدسترسی ممکن را پایه

های مجاز دو کوچکترین زیر مجموعهاند که شامل هدر این مقاله ساختارهای دسترسی گرافی مورد مطالعه  قرار گرفت

ی راز هستند ولی یک نفر به تنهایی هیچ اطلاعاتی از راز را نفر قادر به بازگشای nبه عبارت دیگر هر دو نفر از  عضوی است.

 هر یهمچنین لازم به ذکر است که ساختارهای دسترسی مورد مطالعه یکنوا هستند یعنی ابرمجموعه [1].آوردبدست نمی

 مجاز است.ی خود یک مجموعهی مجاز، زیرمجموعه
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ی سهم داده شده به هر شخص به اندازه راز است و چون ما پیچیدگی یک طرح تسهیم راز نسبت بین بیشترین اندازه

این نسبت نشان  inf را با 𝛤ی ساختار دسترسی مندیم سهم کمتری به هر فرد تعلق گیرد پس پیچیدگی بهینهعلاقه

 کنیم:در واقع تعریف می [2].یمدهمی

𝜎∗(𝛤) = 𝑖𝑛𝑓
∑

 

 𝑚𝑎𝑥
𝑝𝜖𝑃

𝐻(𝑝)

𝐻(𝐾)
 . 

 است. 𝛤 گذاری شده روی ساختار دسترسیهای تسهیم راز پایهی طرحبیانگر همه ∑که 

𝜎∗(𝛤) = نین چ گیرد نه بیشتر، بنابراینچرا که به ازای هر راز یک سهم به هر فرد تعلق می است،  ، وضعیت بهینه1

 نامیم.میآل طرحی را یک طرح تسهیم راز ایده

است به همین  𝛤گر برتری یک طرح به طرح دیگر روی ساختار دسترسی خاص واقع مقدار پیچیدگی بهینه بیان در

 یتوجه بوده است. در همین راستا نرخ اطلاعات بهینه ی کرانی منطقی برای این مقدار همواره موردجهت محاسبه و یا ارائه

با  . نرخ اطلاعات طرح تسهیم راز تاممحاسبه شده است [3,4,5]دار در ی ساختارهای دسترسی همبند با چهار سهامهمه

ساختار دسترسی همبند پنج  180مورد از  175بررسی شده است. در  [6]دار توسط جکسون و مارتین در پنج سهام

ی ساختارهای دسترسی نرخ اطلاعات بهینه علاوه بر این است.داری، مقدار دقیق نرخ اطلاعات بهینه مشخص شده سهام

با استفاده از خواص  [2] ما درچنین همنیز تعیین گردیده اند. [15] رأسیو نه  [14-12]و هفت  [11-7]همبند شش 

ضایای دار ارائه دادیم. حال به بیان تعاریف و قآنتروپی کران پایینی برای پیچیدگی پنج ساختار دسترسی گرافی با شش سهام

 پردازیم.استفاده شده در این مقاله می

 |V(G)|چنین هم رأس جدید متصل گردد.یافته راسی است که به تعداد متناهی  در این مقاله منظور از راس رشد

 است. Gگر تعداد رئوس گراف نشان

𝐾2,3در زیر  :1مثال
 رشد یافته است. uبینید که از رأس را می ∗

 

 

 

 

 

 

 

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘اند را کامل که تنها از یک راس رشد یافتهچندبخشی های تمام گراف :2تعریف
  نامیم.می ∗

مامی تدهد بنابراین در واقع گراف چندبخشی کاملی است که هر رأس آن به تنهایی یک بخش را تشکیل میهر گراف کامل 

𝐾𝑛برای  زیر احکام
𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘نیز برقرار است. لذا تنها به بررسی   ∗

𝑘𝑝1,…,𝑝𝑘 در این مقاله مقدار پیچیدگیپردازیم. می ∗
را برای  ∗

|V(𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘
)|≥  محاسبه خواهیم کرد. [16]آل به روش تجزیه ایده 3

 

آل روی ساختار ایده راز گاه یک طرح تسهیمیک گراف چندبخشی کامل باشد آن G=(V,E)فرض کنید  [16] :3قضیه

 وجود دارد. Vداران و سهام Eی دسترسی با پایه

v 

𝑢𝑛 ... 𝑢1 

u 

w x y 
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های خود بیان آل روی تمام رئوس و یالچندبخشی کامل یک طرح تسهیم راز ایده هایتمام گراف بالا یطبق قضیه

نیستند  هایی که چند بخشی کاملی تمام گرافی زیر کران پایینی برای پیچیدگی بهینهکند از طرفی با استفاده از قضیهمی

 کنیم.بیان می

 

است  Eی ساختار دسترسی با پایه 𝛤(𝐺)گراف همبندی باشد که چندبخشی کامل نیست و  Gفرض کنید [16] :4قضیه

  :گاهباشد آن Gهای مجموعه یال Eکه به طوری

𝜎∗(𝛤(𝐺)) ≥
3

2
 

3ی گرافی از ی یک ساختار دسترسی با پایهکند که هرگز پیچیدگی بهینهواقع این قضیه بیان می در

2
کمتر نخواهد  

 یک مفهوم مهم نیازمندیم.حال به بیان  بود.

 

 فرض کنید  [16]:5تعریف𝛤 ی ساختار دسترسی با پایه𝛤0 آل باشد. یک تجزیه ایده𝛤0  برای مجموعه کلید𝒦  شامل

{Γ1,...,Γn} که خواص زیر را دارا باشند:طوریاست به 

 𝛤𝑘 ⊆ 𝛤0  1برای≤ 𝑘 ≤ 𝑛 

 
𝑛
∪

𝑘 = 1
Γ𝑘 = Γ 

  1برای≤ 𝑘 ≤ 𝑛  روی مجموعه کلید𝒦 برای داران سهامی آلی وجود دارد به طوری که روی زیرمجموعهطرح ایده

𝒫𝑘داشته باشیم  Γ𝑘ی ساختار دسترسی با پایه = ⋃
𝐵 ∈ Γ𝑘

𝐵 . 

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘ی زیر مقدار دقیق پیچیدگی مندی از قضیهآل و بهرهی ایدهداشتن یک تجزیه با
V(𝑘𝑝1,…,𝑝𝑘|به ازای  ، ∗

)|≥

 کنیم.میرا محاسبه  3

 

ℓو  𝛤0ی ساختار دسترسی با پایه 𝛤فرض کنید  [16] :6قضیه ≥ ≥1مجموعه کلید باشد و برای  𝒦یک عددصحیح و  1

ℎ ≤ ℓ، 𝒟h = {Γh,1, … , Γh,nh
ی ی مجموعهدهندهنشان 𝒫ℎ,𝑗اگر  و 𝒦با مجموعه کلید  𝛤0آل روی یک تجزیه ایده {

 کنیمتعریف می 𝑝𝑖ی کنندهباشد برای هر شرکت 𝛤ℎ,𝑗های کنندهشرکت
𝑅𝑖 = ∑ℎ=1

𝑛 |{𝑗 ∶  𝑝𝑖 ∈ 𝒫ℎ,𝑗}| 
𝜎(𝛤) با نرخ اطلاعات 𝛤روی  آنگاه یک طرح تسهیم راز تام =

𝑅

ℓ
 کهوجود دارد به طوری 

R=max{𝑅𝑖 ∶ 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑤}. 
𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘آل برای ایده یی تجزیهحال به دنبال ارائه

  ها هستیم. ∗

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘طبق تعریف 
𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘، به وضوح هر ∗

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘توان به یک را می ∗
برای  .تجزیه کرد (Star) و یک ستاره 

 تفهیم بیشتر به مثال زیر توجه کنید.

 

𝐾2,3 گراف آل برای:یک تجزیه ایده7مثال
 دهیم.ارائه میبیان شد،  1 که در مثال ∗
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𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘کنیم هر حال ادعا می
𝐾𝑝1,…,𝑝𝑗−1,…,𝑝𝑘توان به را می ∗

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑗−1,𝑝𝑗+1,…,𝑝𝑘و یا به (و یک ستاره  
و یک  

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘تجزیه کرد. برای این منظور از گراف  )ستاره
های متصل و تمام یالی ماست( )که در واقع رأس رشد یافته uراس  ∗

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘ی های رشدیافتهکه یالشود علاوه براینمشاهده می .داریمس را برمیبه این رأ
هایی که یک سرشان یال جداشده، ∗

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑗−1,…,𝑝𝑘کامل است نیز حذف خواهد شد و گراف چندبخشی در گراف 
توجه کنید که اگر رأس ( د.آیبه وجود می  

u  به تنهایی یک بخش ازk بخش گراف  تا𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘
𝐾𝑝1,…,𝑝𝑗−1,𝑝𝑗+1,…,𝑝𝑘گاه با حذف این رأس گراف را تشکیل دهد، آن ∗

 

  )به وجود خواهد آمد.و یک ستاره 

 

𝐾2,3آل دیگری از ی ایده: تجزیه8مثال
 دهیم.ارائه می  ∗

 
 

 
 

 

 

 

 

 
 

𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘ی طور که در بالا بیان شد برای همههمان
V(𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘|) به ازای) ها ∗

)|≥ آل به ی ایدهتوان دو تجزیهمی 3

 ی زیر ارائه داد.شیوه
𝒟1 = {𝛤1,1, 𝛤1,2} 
𝛤1,1 = {𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘

} 
𝛤1,2 = {𝑆𝑡𝑎𝑟: |𝑉(𝑆𝑡𝑎𝑟)| = 𝑛 + 1} 
𝒟2 = {𝛤2,1, 𝛤2,2} 
𝛤2,1 = {𝐾𝑝1,…,𝑝𝑗−1,…,𝑝𝑘

 } 

𝛤2,2 = {𝑆𝑡𝑎𝑟: |𝑉(𝑆𝑡𝑎𝑟)| = (|𝑉(𝐺)| − 𝑝𝑗) + 𝑛} 

 هستند. 𝛤 آل رویی ایدهها تجزیه 𝒟𝑖است. در واقع  6ی لازم به ذکر است که نماد گذاری بالا برگرفته از قضیه

معادل است با بیشترین حضور هر  Rبپردازیم. از طرفی مقدار  Rی کافی است به محاسبه 𝜎(𝛤)ی حال برای محاسبه

𝐾𝑝1,…,pk ابتدا رئوس Rی آل. برای محاسبههای ایدهراس در زیرتجزیه
 را به سه دسته تقسیم خواهیم کرد.  ∗

𝑉1 = {𝑣 ∈ 𝐾𝑝1,…,pk
∗  ∶  𝑣 ∈ 𝐾𝑝1,…,pk

∗  \𝐾𝑝1,…,pk
} 

𝑉2 = {𝐴} 

x y w 

Γ2,1 

𝑢1 𝑢𝑛 ... 

w x 

v 

Γ2,2 

... 

u v 

x w y u 

𝑢𝑛 𝑢1 

y 

Γ1,1 Γ1,2 

u 
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𝑉3 = {𝑣 ∈ 𝐾𝑝1,…,pk
∗  ∶  𝑣 ∈ 𝐾𝑝1,…,pk

\A} 

 

توان دید به راحتی می
3
⋃

𝑖 = 1
𝑉𝑖 = 𝑉(𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘

∗  ) . 

 کنیم.حال تعداد حضور رئوس هریک از این سه دسته را بررسی می

  رئوس واقع در𝑉1 ی در دو زیرتجزیه𝛤1,2  و𝛤2,1 .حضور دارند 

  رئوس واقع در𝑉2 ی در دو زیرتجزیه𝛤1,1  و𝛤1,2  و𝛤2,1 .حضور دارند 

  رئوس واقع در𝑉3 ی در دو زیرتجزیه𝛤1,1  و𝛤2,1  و𝛤2,2 .حضور دارند 

 

V(𝐾𝑝1,…,𝑝𝑘|: برای هر9قضیه
)|≥ 𝜎∗(𝐾𝑝1,…,pk،  داریم 3

∗  ) =
3

2
 . 

 

ساوی میا هایی که چندبخشی کامل نیستند بزرگتر نشان دادیم پیچیدگی بهینه برای تمام گراف 4ی طبق قضیه :اثبات
3

2
 

𝐾𝑝1,…,pkاست و چون 
ساوی میا ها نیز بزرگتر ها چندبخشی کامل نیستند پس پیچیدگی بهینه برای این دسته از گراف ∗

3

2
 

آلی با پیچیدگی طرح ایده 6 یخواهد شد. همچنین با استفاده از قضیه
3

2
𝐾𝑝1,…,pk  برای 

ها ارائه کردیم بنابراین پیچیدگی  ∗

𝐾𝑝1,…,pk  بهینه برای
قیقا برابر  ها د ∗

3

2
 خواهد شد. 

 
 

  گیرینتیجه  .2

یک  ی مقدار دقیقی دشواری است. لذا محاسبهها در حالت کلی بسیار مسألهی گرافی مقدار دقیق پیچیدگی بهینهسبهامح

ی که بیان شد، مقدار دقیق پیچیدگی بهینه 9ی طبق قضیه باشد. در این مقالهای برخوردار میی خاص از اهمیت ویژهرده

کاملی که تنها از یک راس رشد یافته اند برابر  چندبخشی و کامل هایگراف
3

2
توان مقدار ی این تحقیق میدر ادامه شود.می 

 ها را مورد بررسی قرار داد. تری از گرافگسترده ی طیفپیچیدگی بهینه دقیق
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