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−𝐻𝑣های فازیحلقه  

 1,* محسن اصغری لاریمی

 استادیار، دانشگاه گلستان 

 

  چکیده

 

یان شد. های فازی بهای فازی از حلقههمریختی𝐻𝑣−های فازی و حلقه𝐻𝑣−در این پژوهش، خواصی از مفاهیم         

بیان  های فازیحلقه-vHبرش از-pمفاهیم. بعلاوه، گرفت قرار بررسی موردها ی و حلقههای فازهمچنین، ارتباط بین حلقه

 و ارزیابی شد.

 

 حلقه فازی𝐻𝑣−گروه فازی، نیم𝐻𝑣−حلقه، 𝐻𝑣−ابرساختار، کلمات کلیدی: 

 

 مقدمه .  1

سبی از بیان شده است.  ابرساختارهای جبری تعمیم منا [19] یتوسط مارت 1934اولین بار در سال  هامفهوم ابرگروه

د. در یک ساختار کلاسیک جبری، ترکیب دو عنصر یک عنصر است، ولی در یک نباشساختارهای جبری کلاسیک می

 اندادی بر روی این موضوع تحقیق کردهزمان، محققان زیاز آن ابرساختارهای جبری، ترکیب دو عنصر یک مجموعه است. 

بیان شده  1990در سال  [26]یوکلیس جوتوسط  اولین بار ساختارها𝐻𝑣−کلاس جدیدی از ابرساختارها به نام  .[8-1 ,17]

برای بررسی و اطلاعات  شود.ری با تقاطع غیر خالی جایگزین میبرابساختارها، ابرساختارهایی هستند که در آن 𝐻𝑣−است. 

 ,12 ,13 ,15 ,20 ,24 ,27]و مقالات   [8 ,9 ,14 ,25]توان به کتابهای ساختارها می𝐻𝑣−بیشتر در ارتباط با مفهوم 

 مراجعه کرد.  [10

بیان شده است. بنا به تعریف زیرمجموعه  [28]توسط لطفی عسکرزاده  1965اولین بار مفهوم زیرمجموعه فازی در سال 

های مفهوم ساختارهای جبر فازی با تعریف زیرگروه باشد.می [0,1]به بازه حقیقی  Hفازی،  نگاشتی از یک مجموعه غیر تهی 

) به مرجع  ریاضیات تعمیم داده شده است دراین مفهوم به طور چشمگیری شروع شد، و سپس  [22]فازی توسط رزنفیلد 

های فازی در ارتباط با مجموعه های فازی است.ضوع جالبی در مجموعهمطالعه ابرساختارهای فازی مو .مراجعه شود( [21]

 .[6 ,16 ,20] که عبارتند از برساختارها مقالات زیادی استخراج شداو 

ها در ادامه این مفهوم در ابرحلقه ها بیان کردند.ابرگروهسن و همکارانش مفهوم جدیدی از فازی را در نیم [23]در 

گسترش همین مفهوم  این پژوهش مورد بررسی قرار گرفت و نتایج جالبی در این زمینه بدست آمد. [18]ها و ابرمدول [17]

 باشد.می هاحلقه𝐻𝑣−روی  فازی

 

 نیازهاپیش  .2
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*)(یک مجموعه غیر تهی و  Hفرض کنید HP های غیر تهی از مجموعه همه زیرمجموعهH .صورت یک  در این باشد

:*یک نگاشت Hابرعمل روی ( )H H P H  باشد که زوج می( , )H واره یا یک ابرساختار گویند. اگررا یک ابرگروه

A وBهای غیرتهی اززیرمجموعهH گاهباشند، آن 

, { } }~, { .~

a A
b B

A B a b x A x A A x A x




         

)یک ابرساختار , )Hهرگاه برای هر  ،را یک نیم ابرگروه گویند, ,x y z H داشته باشیم( ) ( )x y z x y z ،

.یعنی 

u x y v y z

u z x v

 

  

)یک نیم ابرگروه , )Hهرگاه برای هر  ،را یک ابرگروه گویندx H داشته باشیم 
 .x H H x H  

 مراجعه شود. [9] و [8] ها به کتابهایبرای اطلاعات بیشتر درمورد ابرگروه

مفهوم 
vH بیان شد. مفهوم  2]6[ساختارها برای اولین بار توسط وجیوکلیس

vH ساختارها همان مفهوم ابرساختارها

)بجای تساوی از اشتراک غیرتهی استفاده شده است. یک ابرساختارد که در آن نباشمی , )H را یک
vHگروه گویندنیم، 

,هرگاه برای هر  ,x y z H ،.(( ) ) ( ( ))x y z x y z    

یک . 2.1تعریف 
vHگروهنیم( , )H را یک

vHهرگاه برای هر ،گویند گروهx H،x H H x H . 

)اگر , )Hیک ابرگروه وK H  گاه، آن( , )K را یک
vHاز گروهزیر( , )Hهرگاه برای هر ،گویندx K،

x K K x K .   

یک
vHگروه( , )Hرا یک

vH هرگاه برای هر ،ضعیف گویندجابجایی گروه,x y H،.( ) ( )x y y x    

)فرض کنید [20] .2.2قضیه , )G  یک
vHصورت برای هر گروه باشد. در این,a b G،a b  . 

)یک مجموعه غیرتهی باشد، دستگاه Rاگر 2]4[ .4.2تعریف , , )R   را یک
vHهرگاه ،حلقه گویند 

( )i( , )R  یک
vH،گروه جابجایی ضعیف باشد   

( )ii( , )R  یک
vHگروه باشد،نیم 

( )i ابرعمل'' '' نسبت به ابرعمل'' '' پذیری ضعیف باشد، یعنی برای هردارای خاصیت توزیع, ,x y z H، 

( ( )) ( )

(( ) ) ( )

x y z x y x z

x y z x z y z

       

       
        

اکنون به چند مثال از
vHپردازیم.ها میحلقه 

 مثالها:
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)فرض کنید [11]( 1) , , )R   یک حلقه و: [0,1]A R  هاییک مجموعه فازی باشد. فرض کنید ابرعملâ،و به

 صورت زیر تعریف شوند

{ : ( ) ( )},x y t A t A x y  â الف(       

    { : ( ) ( )},x y t A t A x y    ب( 

)ج( اگر ) ( )A x A yآنگاه ، 

.{ : ( ) ( ) ( )}x y y x t A x A t A y       

)صورتدر این , , )R  ،( , , )R  ،( , , )R  â،( , , )R âو( , , )R â یکvH-.حلقه هستند 

 به صورت  nRمجموعه اعداد حقیقی و سه ابرعمل روی Rفرض کنید [12]( 2)

{ ( ) : [0,1]},

{ ( ) : [0,1]},

{ : [0,1]}.

x y r x y r

x y x r y x r

x y x ry r

   

   

   

  

)صورت در اینشوند. تعریف  , , )nR  یکvH-باشد، که در آنحلقه می, { , , }   یک زیرمجموعه غیرتهی .H از

R را یکvH-زیرحلقه از( , , )R    ،هرگاهگویند ( , )H  یکvH-زیرگروه از( , )R  باشد و برای هرh Hو هر ،r R

،( )h r P H  و. ( )r h P H       

 [10] ،[9]توان به مراجع باشد. برای اطلاعات بیشتر در این زمینه میمی هاحلقهیک گسترشی از یک  هاحلقه-vHمفهوم

 مراجعه کرد. [25] و

3. vH-های فازی وحلقهvH-هاحلقه 

 گردد.ها بررسی میحلقه-vHهای فازی وحلقه-vHشود و ارتباط بینهای فازی بیان میحلقه-vHدر این بخش، مفهوم

)مجموعه غیرتهی و Sبیان شد. فرض کنید  [23]مفهوم ابرگروه فازی در مرجع )F S های مجموعه همه زیرمجموعه

:یک نگاشت مانند Sباشد. یک ابرعمل فازی روی Sفازی غیرصفر از ( )S S F S  است که در آن تصویر( , )a b با

a b  شود. در این حالتداده مینشان( , )S را یک ابرساختار فازی گویند. ابرساختار فازی( , )Sرا جابجایی گویند، 

a,هرگاه برای هر b S ،a b b aابرساختار فازی .( , )Sابرگروه فازی گویند، هرگاه برای هر را یک نیم , ,a b c R،

( ) ( )a b c a b c برای هر در آن. که( )F S و هرr S داریم 

( )( )

(

(( )( ) ( )),

)( ) ( ( ) ( )( )).

t S

t S

a r

a r

a t r t

t t a r













 

 




   

xو Sیک زیرمجموعه غیرتهی از Aاگر S گاه برای هرباشد، آنt S داریم 

~( )( ) (( )( ), ( )() )( )
a A a A

a x t x a tA x t x A t
 

     
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)اگر , )S کهیک ابرساختار فازی باشد به طوری, ( )F S  گاه برای هر، آنt S نماد   به صورت زیر تعریف

 شودمی

,
( ( ) ( )( ) ( )( ) ).

p q S
p p q t q  


    

xگاه تابع مشخصه آن برایباشد، آن Sیک زیرمجموعه غیرتهی از Aاگر S  شودزیر تعریف میبه صورت 

1 ,
( )

0 ,
A

x A
x

x A



 


  

a,بویژه، برای هر x Sاگر ،{ }A aگاه، آن 

   
1 ,

( )
0 ,

a

x a
x

x a



 


 

)ابرگروه یک نیم , )S هرگاه برای هر ،را یک ابرگروه فازی گویندx S،Sx S S x  یک ابرگروه فازی .( , )S  را

a,هرگاه برای هر ،جابجایی فازی گویند b S،a b b aفرض کنید .R یک مجموعه غیرتهی ودو ابرعمل فازی  و

 باشند.  Rروی

)دستگاه , , )R  هرگاه  ،را یک ابرحلقه فازی گویند 

)اولاً:  , )R   ،یک ابرگروه فازی جابجایی باشد 

)ثانیاً:  , )R یک نیم ابرگروه فازی باشد، 

,پذیر فازی باشد، یعنی، برای هرتوزیعنسبت به ثالثاً:  ,a b c R داشته باشیم 
.)[17](~( ( )) (( ) ( )), (( ) ) (( ) ( ))a b c a b a c a b c a c b c      

 کنیم.تعریف شد، در ادامه بیان می [3]نیم گروه فازی را که در مرجع -vHحالا مفهوم

)یک ابرساختار فازی , )Sرا یکvH-هرگاه برای هر ،گروه فازی گویندنیم, ,a b c Sعنصر ،x S  به موجود باشد

 کهطوری 
~(( ) )( ) 0, ( ( ))( ) 0.a b c x a b c x   

)گروه فازینیم-vHیک , )Sرا یکvH-هرگاه برای هر ،گروه فازی گویندa S ،Sa S S a  . 

)فازی گروه-vHیک . 1.3تعریف , )Sرا جابجایی ضعیف ویند، هرگاه برای هر,a b Sعنصر ،x S  موجود باشد به

 طوری که

.0))(( xab , ( )( ) 0a b x  
)فرض کنید , )S یکvH-جابجایی ضعیف باشد و گروه,a b Sصورت . در این( ) ( )a b b a اگروتنهااگر عنصر

x S به طوری کهموجود باشد( ) ( )x a b b a  اگروتنهااگر( )( ) 1a b b a x   اگروتنهااگر

( )( ) 0a b b a x   اگروتنهااگر~( ) 0, ( ) 0a b b ax x  دهد که مفهوم. این مطلب نشان میvH- گروه جابجایی

 گروه جابجایی ضعیف است.-vHضعیف فازی گسترشی از مفهوم

 کنیم.حلقه فازی شروع می-vHتعریفاکنون با 

صورت دستگاه باشند. در این Rدو ابرساختار فازی روی و یک مجموعه غیرتهی و Rفرض کنید. 2.3تعریف

( , , )R را یکvH-هرگاه ،حلقه فازی گویند 
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(i) ابرساختار( , )R یکvH-.گروه جابجایی ضعیف فازی باشد 

(ii) ابرساختار( , )RیکvH-فازی باشد.گروه نیم 

(iii) نسبت به ابرعملابرعملپذیر فازی باشد، یعنی برای هرتوزیع, ,a b c R، 
, ( ( ))( ) 0, (( ) ( )) 0

, (( ) )( ) 0, (( ) ( ))( ) 0.

~ ~

~ ~

x R a b c x a b a c

x R a b c x a c b c x

     

     
    

 

)فرض کنید , , )R  یکvH-حلقه و, ,a b c Rصورت . در این(( ) )( ) (( ) ( ))( )a b c x a c b c x     

xاگروتنهااگر عنصر R  کهبه طوری موجود باشد(( ) ) (( ) ( ))x a b c a c b c    اگروتنهااگر  

(( ) ) (( ) ( ))( )( ) 1a b c a c b c x    اگروتنهااگر(( ) ) ( ) 0a b c x   و(( ) ( )) ( ) 0a c b c x   به طور مشابه .

( ( )) (( ) ( ))( )a b c a b a c x     اگروتنهااگر عنصرx R موجود باشد که ( ( )) ( ) 0a b c x   و

(( ) ( )) ( ) 0a b a c x   .دهد که مفهومبنابراین نشان میvH-فازی گسترشی از مفهوم هایحلقهvH-هایحلقه 

 باشد.می

a,یک مجموعه غیرتهی باشد. برای هر Rفرض کنید. 3.3مثال b R کنیمتعریف می{ , }a ba b   و

1
, { , }

( )( ) 2

0 , . .

t a b
a b t

ow




 



)صورت . در این , , )R یکvH-.حلقه فازی است 

)، ابرساختار[3]از مرجع  8.3و قضیه  4.3با استفاده از مثالاثبات.  , )RیکvH-و گروه فازینیم( , )R یکvH- گروه

a,است. چون برای هر فازی b R داریم( )( ) 1 0b a a   و( )( ) 1 0a b a  درنتیجه ، ( , )R یکvH- گروه

 طرفی دیگر با محاسبه ساده داریم است. از جابجایی ضعیف فازی
1 1

, { , , } , { , , }
(( ) )( ) , (( ) ( ))( )2 2

0 , . . 0 , . .

x a b c x a b c
a b c x a b b c x

ow ow

 
  

    
 
 

     

}بنابراین، اگر    , , }x a b c1گاه، آن
(( ) )( ) (( ) ( ))( ) 0

2
a b c x a c b c x     .به طور مشابه برای{ , , }x a b c 

1توان نشان دادمی
( ( ))( ) (( ) ( ))( ) 0

2
a b c x a b a c x    درنتیجه .( , , )R یکvH-.حلقه فازی است 

}فرض کنید. 4.3مثال , }R a b دو ابرعمل و فرض کنیدبرای هر و,x y R طوری تعریف شوند که

{ , }x yx y   و( )( ) 0.1a a a و( )( ) 0.2a a b ،( )( ) 0.3b b a ،( )( ) 0.4b b b ،( )( ) 0.5a b a ،

( )( ) 0.6a b b ،( )( ) 0.7b a a و( )( ) 0.8b a b صورت . در این( , , )R یکvH-حلقه فازی است، اما( , , )R 

 یک ابرحلقه فازی نیست.

)فرض کنید. 5.3قضیه  , , )R یکvH-صورت برای هر حلقه فازی باشد. در این,a b R 0داریمa b  و

0a b . 

 آسان است.اثبات. 

)فرض کنید. 6.3قضیه , , )R برای هر فرض کنید حلقه فازی باشد.ابر یک,a b S ،0))(( xab , ( )( ) 0a b x  .

)صورتدر این , , )R یکvH-.حلقه فازی است 

 آسان است.اثبات. 
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aکه برای هر باشد به طوری Rیک زیرمجموعه فازی از گروه آبلی فرض کنید. 7.3قضیه R،( ) 0a  اگر برای .

a,هر b R دو ابرعمل 1صورت  به و( )( ) ( )a b t abt   و 
( ) ( ) ,

( )( )
0 , . .

a b t ab
a b t

ow

  
 


تعریف شوند.  

)صورت در این , , )R یکvH-.حلقه است 

)، ابرساختار [3]از مرجع 10.3و 2.3با استفاده از قضیه اثبات. , )R یکvH-گروه جابجایی ضعیف فازی و( , )Rیک

vH-گروه فازی است. از طرف دیگر برای هرنیم, ,a b c R داریم 

1 ( ) ( ) ( ) ,
(( ) )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

0 , . .y R

a b c x ab
a b c x aby y c x a b c x

ow

  
 



   
      


  

xو همچنین برای هر R داریم  
1

,

2 1

(( ) ( ))( ) (( )( ) ( )( ) ( ))

(~~~~~ ) ( ) ( )~~~~~~~~~~~ ( ).

s t R
a c b c x a c s b c t stx

a b c abc x



   







   

  





   

))بنابراین، ) )( ) ( ) ( ) ( ) 0a b c ab a b c        و(( ) ( ))( ) ( ) ( ) ( ) 0a c b c ab a b c       به طور .

)توان نشان دادمشابه می ( ))( ) 0a b c ab  و(( ) ( ))( ) 0a c b c ab درنتیجه .( , , )R یکvH-.حلقه است  

)فرض کنید. 8.3قضیه , )RیکvH-گروه فازی و برای هر,a b R عنصرx R کهبه طوری چنان موجود باشد

( )( ) 0a b x فرض کنید برای هر .,a b R،( ) Ra b  صورت . در این( , , )R یکvH-.حلقه فازی است   

 آسان است. اثبات.

 دهد.ها را نشان میگروه-vHهای فازی وگروه-vHقضیه زیر ارتباط بین

)فرض کنید. 9.3قضیه , , )R   یکvH-حلقه و( )F R  که برای هرباشد  به طوریa R،( ) 0a و

( ) 1
x R

x

 اگر برای هر .,a b R داشته باشیم 

( ) , . ( ) ,
( )( ) , ( )( )

0 , . . 0 , . .

t t ab t t a b
a b t a b t

ow ow

    
   
 

      

)گاهآن   , , )R یکvH-.حلقه فازی است 

)چوناثبات.  , )R یکvH-گروه است. آنگاه برای هرنیم, ,a b c R داریم(( ) ) ( ( ))a b c a b c       ،بنابراین .

xعنصر R کهچنان وجود دارد به طوری(( ) )x a b c   و( ( ))x a b c  درنتیجه عناصر .,s t R  چنان وجود

 کهدارند به طوری
( ), , ,~ ~ .~s a b x s c t b c x a t         

)گاهآن )( ) ( )a b s s ،( )( ) ( )s c x x و( )( ) ( )b c t t ،( )( ) ( )a t x x از طرف دیگر داریم . 

 
(( ) )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 0.

(

~~~~~~~~~~~~

~~~~~~~~~~~~

( ))( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 0.

r R

p R

a b c x a b r r c x a b s s c x

s x

a b c x a p x b c p a t x b c t

x t

 

 





          

  

          

  

    

)بنابراین , )R یکvH-توان نشان داد که ابرساختارگروه فازی است. به طور مشابه مینیم( , )RیکvH-گروه فازی نیم

 است.
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)همچنین، چون , )R یکvH-گاه برای هرگروه است. آنx Rداریمx R R R x   نتیجه برای هر . درt R

1عناصر 2,s s R  1 کهبه طوری چنان وجود دارند 2( ) ( )t x s s x   پس، برای هر .,t x R داریم 

 
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 ( ),

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) 1 ( ).

R
r R t x R t R

R
r R t R x t R

x R t x r t t t t

R x t r x t t t t

  

  

   

   

         

         
  

Rxیعنی R R x    درنتیجه .( , )R یکvH-.گروه فازی است 

)حال، چون , )R یکvH-گاه برای هرگروه جابجایی ضعیف است. آن,a b R،( ) ( )a b b a    بنابراین، عنصر .

x R چنان وجود دارد کهx a b  وx b a درنتیجه .( )( ) ( ) 0a b x x   و( )( ) ( ) 0b a x x   .

)بنابراین , )R یکvH-گروه جابجایی ضعیف فازی است. برای اثبات توزیع پذیری فازی، چون( , , )R  یکvH- حلقه

,است. برای هر ,a b c R داریم(( ) ) (( ) ( ))a b c a c b c       عنصرنتیجه  . درx R  به طوری چنان وجود دارد

)).((ه ک cbax   و)).().((. cacax  ،عنصر بنابراینRs چنان وجود دارد به طوری که s a b  وx s c   و

t,همچنین عناصر p R  کهبه طوری وجود دارندt a c ،p b c وx t p گاه. آن( )( ) ( )a b s s ،

( )( ) ( )s c x xو( )( ) ( )a c t t،( )( ) ( )b c p pو( )( ) ( )t p x x . 

 از طرف دیگر داریم 
(( ) )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) 0

(( ) ( ))( ) ( )( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) 0.

~~~~~~~~~~~~

~~~~~~~~~~~~~~~

~~~~~~~~~~~~~

( )

~~

y R

y R

a

a

c t t p x b

b c x a b y y c x a b s s c x

s x

a c b c x a c y y z x b c z

c p

t x p

 

  





       

  



   

   

            

x'عنصر توان نشان داد کهمی به طور مشابه R وجود دارد که( ( ))( ') 0a b c x  و(( ) ( ))( ') 0a b a c x  .

)بنابراین , , )R یکvH-.حلقه فازی است 

)فرض کنید. 10.3قضیه , , )R یکvH-صورت حلقه فازی باشد. در این 

(i) برای هر,a b R،a b a b  ،           

(ii) برای هرa R،R a R a  وa R a R  ،  

(iii) برای هر( )F R ،R R  وR R  ، 

(iv) برای هر, ,a b c R،( ) ( )a b c a b c   و( ) ( )a b c a b c   ،  

(v) برای هر, ,a b c R،( ) ( ) ( )a b c a b a c         و( ) ( ) ( )a b c a c b c        ، 

}که در آن  , } . 

 آسان است. اثبات.

 

4.p-برش ازvH-های فازیحلقه 

)یک مجموعه غیرتهی و Rفرض کنید , )R صورت یک ابرساختار باشد. در اینp-برشa b برای,a b R به صورت

( ) { | ( )( ) }pa b t R a b t p   0,1)شود که در آنتعریف می]p  . همچنین ابرعمل
p رویR به صورت

( )p pa b a b شود.بیان می 
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صورت  باشند. در این و متناظر ابرساختارهای pو pیک مجموعه غیرتهی و Rفرض کنید [18]. 1.4قضیه

,برای هر , ,a b c t R داریم  
( ( ))( ) ( ( )),

(( ) )( ) (( ) ),

(( ) ( ))( ) (( ) ( )),

(( ) ( ))( ) (( ) ( )).

p p

p p

p p p

p p p

a b c t p t a b c

a b c t p t a b c

a b a c t p t a b a c

b a c a t p t b a c a

    

    

    

    

    

)ابرساختار [3]. 2.4قضیه , )R یکvH-0,1)گروه فازی است اگروتنهااگر برای هر]p ،( , )pR یکvH-.گروه باشد 

).3.4قضیه , , )R یک vH-0,1)برای هر است اگروتنهااگر حلقه فازی]p ،( , , )p pR  یکvH-.حلقه باشد 

)، کافیست خاصیت توزیع پذیری را بررسی کنیم. فرض کنید42.با استفاده از قضیه اثبات. , , )R یک vH- حلقه فازی

p[0,1)و  .باشد 

,درنتیجه برای هر ,a b c R عنصرt R  کهبه طوری وجود دارد( ( ))( ) 0a b c t m   و

(( ) ( ))( ) 0a b a c t n  بنابراین، اگر .m n p گاه، آن( ( ))( )a b c t p و(( ) ( ))( )a b a c t p  

,اگروتنهااگر برای هر ,a b c R عنصرt R  کهبه طوری وجود دارد ( ( )) (( ) ( ))p p p p pt a b c a b a c    .

,توان نشان داد که برای هربه طور مشابه می ,a b c R عنصرt R  کهبه طوری وجود دارد
(( ) ) (( ) ( ))p p p p pt a b c a c b c    بنابراین .( , , )p pR  یکvH-.حلقه است 

p[0,1)برعکس، اگر  و( , , )p pR  یکvH-گاه برای هرحلقه باشد، آن, ,a b c R عنصرt R وجود دارد که 

 ( ( )) (( ) ( ))p p p p pt a b c a b a c   بنابراین .( ( ))( ) 0a b c t p   و

(( ) ( ))( ) 0a b a c t p  درنتیجه .( , , )R  یکvH-.حلقه فازی است 

)اگر , )G یکvH-هر گاه برایآن ،گروه باشد,a b G ،ابرعمل زیر که متناظر با ابرعمل  [23]و [17] در مراجع  

 باشد تعریف شده استمی
{ | ( )( ) 0}.a b x G a b x     

)فرض کنید [3]. 4.4قضیه , )G یکvH- صورت اینگروه فازی باشد. در( , )G  یکvH-.گروه است 

)حال اگر , , )R  یکvH-دو ابرعمل متناظر را برای هر ،حلقه فازی باشد,a b R کنیمبه صورت زیر تعریف می 
~{ | ( )( ) 0}, { | ( )( ) 0}.a b x R a b x a b x R a b x          

)فرض کنید. 5.4قضیه , , )R  یکvH-صورت حلقه فازی باشد. در این( , , )R   یکvH-.حلقه است 

)ابرساختار ،44.با استفاده از قضیهاثبات.  , )R  یکvH-گروه جابجایی ضعیف و( , )R  یکvH-گروه است. فرض نیم

)کنید , , )R  یکvH-صورت حلقه فازی باشد. در این, ,a b c R عنصرx R  کهبه طوری چنان وجود دارد 

 ( ( )) (( ) ( ))x a b c a b a c      آنگاه . 
( ( ))( ) 0, (( ) ( ))( )~ 0a b c x a b a c x        

بنابراین
,

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0
p q R

a b p p q x a c q


    و( )( ) ( )( ) 0
t R

a t x b c t


  درنتیجه عناصر .

1 1 1, , ,x t p q R  کهدارند به طوریوجود 

1 1 1 1 1 1, , , ,~ ~ ~ ~x a t t b c p a b x p q q a c           
)بنابراین ( )) (( ) ( ))x a b c a b a c      . 

,توان نشان داد که برای هربه طور مشابه می ,a b c R عنصرt R  کهبه طوری چنان وجود دارد 

 ( ( )) (( ) ( ))t a b c a b a c      درنتیجه .( , , )R   یکvH- .حلقه است 
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)، اگر[23]و  [17]بنا به مراجع  , )G  گاه برای هریک ابرگروه باشد، آن,a b G فازی توان ابرعملمیa ba b    را

 تعریف کرد.

)فرض کنید [3]. 6.4قضیه , )G  یکvH- صورت در این .باشدگروه فازی ),( G یکvH- .گروه فازی است 

)حال اگر , , )R   یکvH-برای هرگاه حلقه باشد، آن,a b R دو ابرعمل متناظرa ba b   وa ba b     را تعریف

 کنیم.می

)فرض کنید .7.4قضیه , , )R   یکvH-صورت حلقه باشد. در این( , , )R  یکvH-است حلقه فازی. 

)با استفاده از قضیه بالااثبات.  , )R  یکvH-گروه فازی و( , )R  یکvH-گروه فازی است. فرض کنیدنیم( , , )R  

)حلقه فازی باشد. چون-vHیک , )R  یکvH-گاه برای هرگروه جابجایی ضعیف است. آن,a b R،

( ) ( )a b b a     .عنصر بنابراینx R وجود دارد کهx a b  وx b a درنتیجه . 

{ } { }~( )( ) ( ) 1 0, ( )( ) ( ) 1 0.a b b aa b x x b a x x           

)پس , )R  یکvH-طبق فرض برای هر ،است. حال فازی گروه جابجایی ضعیف, ,a b c R عنصرx R  به وجود دارد

))کهطوری  ) )x a b c   و( ) ( )x a c b c   اگر .(( ) )x a b c  گاه عنصر، آنs R،s a b   به وجود دارد

xکهطوری  scبنابراین . 

{ } { }

{ } { }~~~~~~~

(( ) )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )

~~~~~~ ( ) ( ) 1 0.

a b y c
y R y R

a b s c

a b c x a b y y c x y x

s x

 

 

 
 

 

     

 








 

)به طور مشابه، اگر ) ( )x a c b c   گاه عناصر، آن,t p R،t a c ،p b c   کهبه طوری وجود دارندx t p  .

}نتیجه داریم در } { } { }(( ) ( ))( ) ( ) ( ) ( ) 1 0a c t p b ca c b c x t x p         . توانهمچنین به طور مشابه می 

x'نشان داد که عنصر R  کهبه طوری وجود دارد( ( ))( ') 0a b c x  و( ) ( ))( ') 0a b a c x بنابراین .

( , , )R  یکvH-است حلقه فازی. 

vHتوان نتیجه گرفت که اگرمی 7.4و  5.4با استفاده از دو قضیه R دهنده کلاسی ازنشانvH-ها وگروهvFH R 

a,توان دو نگاشت زیر را برای هرگاه میهای فازی باشند، آنگروه-vHدهنده کلاسی ازنشان b R .بیان کرد 

(1): v vf H R FH R و( , , ) ( , , )f R R    که در آنa ba b    وa ba b  ، 

(2) : v vf FH R H R و( , , ) ( , , )g R R    که در آن{ | ( )( ) 0}a b x R a b x    و 

{ | ( )( ) 0}a b x R a b x    . 
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