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 هاضرب هادمارد آنپیل و حاصل -tدنباله ماتریس ارایه یک کد روی 
 
 

 منصور هاشمی*، 1، الهه مهربان2

  گروه ریاضی محض –دانشکده علوم ریاضی –دانشگاه گیلان  –رشت  -1

  گروه ریاضی محض –دانشکده علوم ریاضی –دانشگاه گیلان  –رشت  -2
 چکیده

 

پیل  -tباله عددی دن tnP



، 2t  ،  شود:تعریف میبه صورت زیر 
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ها را ضرب هادمارد این ماتریسحاصلپیل پرداخته و سپس  -tهای عددی دراین مقاله، ابتدا به معرفی ماتریس دنباله

 .ها یک روش کدگذاری معرفی خواهیم کردکنیم و در انتها  با استفاده از این ماتریسمحاسبه می

  

 . گذاریها، دترمینان ماتریس، کدضرب هادمارد ماتریسحاصل،  پیل -tدنباله عددی کلمات کلیدی: 

 

 

 مقدمه   .1

فیبوناتچیهای با استفاده از نمایش ماتریسی دنباله[ 4] در    
pQ، در آن ماتریس گذاری ارایه شده است کهیک روش کد-

n های 

pQ ، n

pQ  هایانتقالو گشایی و ماتریس کد گذاریبترتیب ماتریس کد n

pM Q E  ،n

pE Q M    ،

 ماتریس ، چنین. همباشند)بترتیب( میگشایی فیبوناتچی الگوریتم کدو گذاری فیبوناتچی الگوریتم کد
( 1) ( 1)p pM   

که  

0,1,p  ، ماتریسماتریس پیام وE  0باشد.  توجه داشته باشید اگر شده می کدپیامp گاه ، آن 0 1Q  

گذاری [، به بررسی روش کد2]روی آن بدیهی خواهد بود. در و کدگشایی  گذارینتیجه کد ماتریس بدیهی است و در

1pفیبوناتچی در حالت   های روی ماتریسn

pQ ده و آن را  با پرداخته شnQ بنا به تعریف فوق .دهدنمایش می، nQ 

2یک ماتریس مربعی 2  زیر است: شکلبه 

1

1

,
n nn

n n

F F
Q

F F
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,0  آن که در 1, 2,n    و 
1nF 

،
nF ،

1nF 
 هستند: اعضای دنباله فیبوناتچی با رابطه بازگشتی زیر 

.1 2 1 11; n n nF F F F F      

mس دو ماتریBوAفرض کنید   n  باشند در این صورت حاصل ضرب هادماردAوBکه باA B نشان می دهیم

 بصورت زیر تعریف می شود:

, , ,( ) ( ) ( ) .i j i j i jA B A B 

nQماتریس فیبوناتچی وnQفرض کنید .1-1تعریف  ماتریس وارون آن باشد. آن گاه حاصل ضرب هادمارد آن را با ،
n nQ Q  شود،نمایش داده و به صورت زیر تعریف می ( 3 )را ملاحظه کنید 

, 2 ,

( ), 2 1.

n n

n n

n n

Q adjQ n k
Q Q

Q adjQ n k









 

 
  

 

  

 گیرد.های بعدی مورد استفاده  قرار میپردازیم که نتایج آن دربخشپیل می -tاین بخش به بررسی دنباله عددی  در   

 پیل بصورت  -tتوان نشان داد که جواب رابطه بازگشتی دنباله عددیبه سادگی می

   2 2

2

1
4 4 ,

2 4

n n
t

nP t t t t
t

 
      

 
 

ست . مقدارا
2

1 4
lim

2

t

n

t

n

P t t

P
   
  نسبت طلایی دنباله عددی راt- .پیل نامیم 

 

2tو m ،n فرض کنید .[1] 2-1لم  دنباله عددی  برایروابط زیر صحیح باشند.  اعدادt- جا پیل برقرار است ) در این

tفرض می کنیم

n nP P). 
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اصل ضرب هادمارد را روی این بخش سوم ح کنیم  و درپیل را بررسی می -t عددی  هایدربخش دوم ماتریس دنباله    

آوریم. بخش بعدی در نظریه کد گذاری  مورد نیاز هستند، را به دست می کنیم و برخی نتایج،  که درها  تعریف میماتریس

 رد آنها دارد.حاصل ضرب هادما و پیل -t های عددیدنبالهماتریس با استفاده از بخش چهارم اختصاص به ارایه یک کد 
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 پیل و برخی خواص آن ها -tعددی هایدنبالهماتریس  -2

-پرداخته و سپس،  ماتریس وارون آن را به دست می پیل -tماتریس دنباله عددی ام  -nدراین بخش، به معرفی توان   

  آوریم.

 

 .  تعریف2-1

 پیل که با -tام ماتریس دنباله عددی -nتوان , t

t nQ n P شود:نشان می دهیم، به صورت زیر تعریف می 

  1

1

, ,
t t

t n n

t n t t

n n

P P
Q n P

P P





 
  
 

 

,0که در آن ، 1, 2,n   . 

3nبرای  بعنوان مثال   ، 3

3 33,Q P  استبه صورت زیر: 

 3

3 3

33 10
3, .

10 3
Q P

 
  
 

 

 

tکنیمفرض می ،tازای عدد ثابتبهدر این جا 

n nP P . بنا به تعریف دنباله عددیt- :پیل داریم 
 

  1 1 1 2

1 1 2 2 3

1 1 2

1 2 2 3

,
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 بنابراین داریم:

                , 1, 2, , ( )t n t n t nQ n P tQ n P Q n P    1 

 یا

                2, , 1, . ( )t n t n t nQ n P Q n P tQ n P    2 

 

 

ماتریس دترمینان .2-2لم    , t

t nQ n P برابر با 1
n

 است. 

 

 پیل به شکل زیر، -tدنباله عددی  ام ماتریس-nبرای توان برهان.   

  1

1

,
t t
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داریم   2

1 1, ( )t t t t

t n n n nDetQ n P P P P  ،2-1با توجه به لم  . لذا- (vii:خواهیم داشت ) 
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                                                                                                     , 1 .
nt

t nDet Q n P   

 

 

وارون ماتریس .  3-2لم , t

t nQ n P 2، کهt  است: به صورت زیر 

 

2 1 2
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tدنباله  ن عناصربی حکم از لم قبل و روابطبرهان. 

nP  آیدبدست می 

 

وارون  ماتریسبعنوان مثال  3 , nQ n P  صورت زیر هستندبه: 

2nاگر  -1 k           آنگاه  2 1 21

3 2

2 2 1

2 , ,
k k

k

k k

P P
Q k P

P P





 
  

 
 

2 آنگاه 1n k         2- اگر

                                      2 2 11

3 2 1

2 1 2 2

2 , .
k k

k

k k

P P
Q k P

P P





 

 
  

 
 

 

 

,0,1پیل و وارون آن، به ازای  -3دنباله عددی ، ماتریس 1درجدول  2, ,5n .قابل مشاهده است ،  

 

 :1جدول  3 , nQ n P و 1

3 , nQ n P 

 

 

0 1 2 3 4 5n 
 

 

 

3

1

3

1 0 3 1 10 3 33 10 109 33 360 109
,

0 1 1 0 3 1 10 3 33 10 109 33

1 0 0 1 1 3 3 10 109 33 33 109
,

0 1 1 3 3 10 10 33 33 10 109 360

n

n

Q n P

Q n P

           
           
           

              
           

               

 

 

حاصل ضرب هادمارد روی  -3          , t

t nQ n P 

بخش چهارم استفاده می پردازیم که از آن دراین جا، به بررسی دترمینان حاصل ضرب هادمارد و وارون آن می در  

 کنیم.   های زیر را بیان و اثبات میشود. برای این منظور، قضیه



 

 

 
I4C.iust.ac.ir         314 

 

. حاصل ضرب هادمارد 1-3قضیه   1, ,t t

t n t nQ n P Q n P  در این صورتگیریمرا در نظر می . 

 

   
2

1 2

2

2 1

1 2( ) , 2 ,
( , , )

1 2( ) , 2 1.

t

t t k

t n t n t

k
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 زوج باشد. خواهیم داشت:  عددی nابتدا، فرض می کنیم  برهان.
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 بنابراین،
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 داریم: nبرای عدد فرد

   
2
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 لذا،
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، اثر ماتریس حاصل ضرب هادمارد1-3با استفاده از قضیه . 2-3نتیجه   1, ,t t

t n t nQ n P Q n P   به صورت زیر

 است:

   
2

21

2

2 1

2(1 ( ) ), 2 ,
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2(1 ( ) ), 2 1.

t

kt t

t n t n t

k

P n k
trac Q n P Q n P

P n k
 



  
 

  

 

که در آن
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وارون ماتریس حاصل ضرب هادمارد  .3-3قضیه   1, ,t t

t n t nQ n P Q n P  برای مقادیرمختلفn  :برابراست با 
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 آنگاه،عددی زوج باشد  nاگر برهان.
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با استفاده از رابطه 2

2 1 2 1 2( ) 1
nt t t

k k kP P P     ،:داریم 
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2nاگر بنابراین k :داریم 
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 شود.شابه اثبات می، حکم به صورت مn فرد عددی برای

 

 و حاصل ضرب هادمارد آن ها پیل -tکد ماتریس دنباله عددی  -4

در این بخش به بررسی روش کد گذاری و کد گشایی روی ماتریس      , t

t nQ n P آن ها   و حاصل ضرب هادمارد

 پرازیم. می
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فرض کنید،      , t

t nM Q n P E   الگوریتم کد گذاری ماتریس دنباله عددیt-  پیل و

 1 , t

t nE Q n P M   2 ماتریس پیام باشد که در آن آنکد گشایی الگوریتم متناظر 2M  زیر است: صورت هب 

 

1 2

3 4

m m
M

m m

 
  
 

 

0imبه طوری که    ،1 4i . 

 : دهیمقرار می ،ارایه یک مثالبرای 

 3

3 3

33 10
3, ,

10 3
Q P

 
  
 

 

 که ماتریس وارون آن برابراست با:

 1 3

3 3

3 10
3, .

10 33
Q P

 
  

 
 

دراین صورت ، برطبق الگوریتم  , t

t nM Q n P E داشت: ، خواهیم 

   

  1 2 1 2 1 2 1 23

3 3

3 4 3 4 3 4 3 4

33 10 10 333 10
3, , ( )

33 10 10 310 3

m m m m m m e e
M Q P E

m m m m m m e e

       
                   

3

 که در آن،

1 1 2

2 1 2

3 3 4

4 3 4

33 10 ,

10 3 ,

33 10 ,

10 3 .

e m m

e m m

e m m

e m m

 

 

 

 

 

1ین یک پیام کد گذاری شده به صورتابنابر 2 3 4, , ,E e e e e شود. حال  الگوریتم کد به کانال ارتباطی فرستاده می

 .بود به  صورت زیر خواهد Eماتریس  گشایی از
 

 

 
 1 2 1 2 1 2 1 2

3 4 3 4 3 4
3 4

( 3) 10 10 333 10

( 3) 10 10 3310 33
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4 

 

با درنظرگرفتن فرمول  3 های ماتریس و محاسبه درایه 4 :خواهیم داشت 
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3 4
3 4
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M
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3tروش فوق به ازای  واضح است که   است.قابل تعمیم نیز 
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 آوریم.را به دست می E کد شده ماتریس پیامنک، دترمینان ای 
 

 در این صورت: .باشد ماتریس پیام کد شده Eو  ماتریس پیام  Mفرض کنید  .1-4قضیه

, 2 ,

, 2 1.

Det M n k
DetE

Det M n k


 

  
 

گوریتم کد گذاری توجه به ال با برهان. , t

t nE M Q n P   داریم: 2-2لم و 

 

     ( , ) , 1 .
nt t

t n t nDet E Det M Q n P Det M Det Q n P Det M       

 آید. و نتیجه مورد نظر به دست می

 

دهیم. درابتدا، به بررسی مثالی روی ماتریس الگوریتم کدگذاری را مورد بررسی قرا ر میاین این قسمت، خطای  در    

3tبرای هرفرآیند فوق دهیم که سپس با تعمیم آن نشان می و پیل پرداخته -3دنباله عددی   .برقراراست 
  

 نوشت: توان به صورت زیرمی ) بترتیب ( را اییشهای کد گذاری و کدگالگوریتم
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و قرار دادن آن در فرمول  2-2عددی فرد باشد با استفاده از لم  nدرحالتی که  6آید:، رابطه زیر به دست می 

                                                                   

 
3 3

1 2 1 2 1

3 3
3 4 3 4 1

.n n

n n

m m e e P P

m m e e P P





    
      

     
7 

با توجه به فرمول 7هریک از درایه های ماتریس ،M   میشودمحاسبه  بصورت زیررا: 

                                                               

3 3

1 1 1 2

3 3

2 1 1 2

3 3

3 1 3 4

3 3

1 3 1 4

,

,

,

.

n n

n n

n n

n n

m P e P e

m P e P e

m P e P e

m P e P e









  

 

  

 

 

0imچون   ،  1برای 4i  :داریم 
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های زیر با توجه به روابط نامساوی 8 و 9 آیند.به دست می 
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1و داریم  2e e  که در آن
3 13

2



  با توجه  باشد.. به روش مشابه،می پیل -3دنباله عددی نسبت طلایی

های مساویبه نا 10  و 11 یم:دار 
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 بنابراین
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3و  4e e.  نتایج فوق برای هر دنبالهt- ،3پیلt آن  ، برقراراست که در
2 4

2

t t


 
 ، نسبت طلایی

 باشد. وق میدنباله ف
 

 -پیل  می -tکد گشایی روی دنباله عددی  اینک به بررسی مقدار خطا و تصحیح آن در این الگوریتم کد گذاری و   

ود. واضح است کانال انتقال دریافت ش از Eکه فقط یک خطا )خطای مفرد( در ماتریس کنیمابتدا فرض می پردازیم.

 یم:دارزیر را که چهارحالت 

            2 1 1 21 2

3 4 3 4 34

, , , ,
x e e y e ee e

a b c d
e e e e e tz e

      
      

      
12 

,که  در آن،  , ,x y z t .رابطه با استفاده از  عناصرمعیوب هستند 5 های درحالت( )a، ( )b، ( )c و ( )d  بترتیب

 داریم: 
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 بترتیب عبارتند از 4eو  1e،2e،3eبنابراین مقدار خطای مفرد 
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 روابط 13  تا 16 1مختلف را برای عناصر معیوب نشان می دهد. با توجه به اینکه این که  رار مقداچه 2e e 

3و 4e eمتغیرهای توانیم یک انتخاب از ، درعمل تنها می, , ,x y z t .توان به روش مشابه، می داشته باشیم

درنظر می  Eبه دست آورد. بعنوان مثال حالت دو متغیره زیر را برای ماتریس  Eخطای دوگانه را نیز روی ماتریس

 گیریم. یعنی فرض کنید

 
3 4

x y
E

e e

 
  
 

17 

 در این حالت داریم: 1-4قضیه  بااستفاده از

  4 3 1 .
n

xe ye Det M   

 

xهم چنین، رابطه y  بینx وy ی های ممکن را برای خطا وجود دارد. به روش مشابه،  می توان همه حالت

الگوریتم  باتوجه به روش فوق پانزده حالت ممکن خطا در سه گانه و چهارگانه به دست آورد. 5وجود دارد که می-

 توان چهارده حالت ازخطاهای فوق را تصحیح کرد و این نشان می دهد توانایی تصحیح خطا در این روش برابراست با:

                                                                                       
14

0.933 %93.3
15

  

 



 

 

 
I4C.iust.ac.ir         320 

می پردازیم. ابتدا، مانند قبل، پیل  -tاکنون به بررسی کدگذاری روی حاصل ضرب هادمارد ماتریس دنباله عددی      

2ا به صورت ماتریس ر Mپیام  2 گیریم:می زیر درنظر 

1 2

3 4

m m
M

m m

 
  
 

 

,1,2,3,4آن،  که در 0ii m .   1( , , )t t

t n t nM Q n P Q n P E   کدگذاری حاصل ضرب  الگوریتم

پیل و -tماتریس دنباله عددی هادمارد    1 1( , , )t t

t n t nE Q n P Q n P M    الگوریتم کدگشایی آن می-

 باشد.

پردازیم. ماتریسبا یک مثال به بیان روش فوق می اینک    2 1 2

2 4 2 44, 4,Q P Q P  داریمگیریممی نظر را در .: 
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و رابطه  Mپیام  باتوجه به ماتریس 18 :داریم 
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 که درآن،
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1لذا، پیام کد گذاری شده  2 3 4, , ,E e e e e کد پیام  سماتری شود. کد گشایی ازبه کانال ارتباطی فرستاده می

 است: به روش زیر Eگذاری شده 
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 بنابراین از  روابط 20 و 21 :داریم 

1 2 1 2

3 4
3 4

.
e e m m

M
m me e

    
    
     

 

 

، میتوان قضیه زیر، را برای محاسبه دترمینان ماتریس 1-4ه قضیه مشاب ،کدگذاری روی حاصل ضرب هادمارد در   

E .ثابت نمود 

 

و ، گذاری شدهکد ماتریس پیام  Eوپیام ماتریس  Mفرض کنید. 2-4قضیه   1, ,t t

t n t nQ n P Q n P  ، حاصل

 پیل باشد. در این صورت -tارد ماتریس دنباله عددی ضرب هادم
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