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 چکیده

 

ابطه بین آن و و ر شده معرفی کارا یافتهتعمیم کننده ایتالیاییاحاطه تابعکننده به نام احاطه تابعنوعی در این مقاله 

 برای  یافته کاراایتالیایی تعمیمر گبرای عدد احاطهشود. همچنین، کرانی کننده بررسی میهای احاطهمجموعه برخی از

های منتظم برای پذیرفتن این نوع توابع ارائه شده و شرط لازم روی مرتبه گراف پذیرندمیرا  EGIDتابع هایی که گراف

  گردد.بررسی می
 

 .گر، وزن گراف، گراف منتظمدد احاطهع دوبل، کنندهمجموعه احاطه، کارا کننده ایتالیاییاحاطه تابعکلمات کلیدی: 

 

 

 مقدمه   .1

) فرض کنید , )G V E از مرتبه  گرافی سادهn های با مجموعه راس( )V G هایو مجموعه یال ( )E G  .باشد

)، Gماتریس مجاورت  ) ijA G a    ماتریسی مربعی از مرتبه ،n  رئوس است که در آن اگر یالی بینiv  و
jv  در

G 1 موجود باشد، آنگاهija  0صورت، این؛ در غیرija .  همسایگی باز یک راس درG  مانندv که به صورت ،

( )GN v عبارت است از مجموعه تمام رئوس مجاور با شودمی مایش دادهن ،v:؛ به عبارت دیگر 

( ) { ( ) | ( )}GN v u V G uv E G   همچنین همسایگی بسته .v  درG  عبارت است از

[ ] ( ) { }G GN v N v v . 

Sمجموعه  V سی که متعلق به مجموعهشود اگر هر راکننده نامیده مییک مجموعه احاطه S نیست همسایه

است. مفهوم مجموعه  G کننده گرافاندازه کوچکترین مجموعه احاطه گر حاطهداشته باشد. عدد ا Sای در 
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زمینه انجام شده بوده و مطالعات زیادی در این ترین مفاهیم در نظریه گراف شدهیکی از شناخته کننده در گرافهااحاطه

  مراجعه نمود. ]4[توان به است؛ از جمله می

Sاند: مجموعه به شرح زیر معرفی کرده ]5[را در کننده و هاینس تعمیمی از مجموعه احاطه هراری V  یک

vاگر برای هر راس  شودنامیده می G گراف تایی-kکننده احاطهمجموعه  V :داشته باشیم ( )GN v S k .

Sمجموعه  به عبارت دیگر، V کننده یک مجموعه احاطهk-تایی برای G  است اگر برای هر راسv V یا ،v 

1kو حداقل  بوده Sمتعلق به مجموعه    همسایه درS مجموعه متمم متعلق به و یا  داشته باشدS  و حداقل  بوده

k  همسایه درS گر . عدد احاطهشته باشدداk- ،تاییk کننده مجموعه احاطه، اندازه کوچکترینk- تاییG 

 شود. نامیده می Gگرافکننده دوبل موعه احاطهمج ،تایی-۲کننده باشد. یک مجموعه احاطهمی

1kبه ازای را  تایی-kکننده حاطهتوان مجموعه امی کننده،مجموعه احاطه عریف معادل براییک تبه عنوان    در

S مانندای مجموعه نظر گرفت. یعنی V  که برای هرv V :داریم [ ] 1GN v S  اگر برای هر راس .v V 

S. به عبارت دیگر، مجموعه ]1[ شودکننده کارا نامیده میمجموعه احاطه Sآنگاه مجموعه  ،تساوی برقرار باشد V 

دقیقا یک همسایه  ،نیست Sی که در و هر راس ودهیک مجموعه مستقل ب Sهرگاه  کننده کارا استیک مجموعه احاطه

. به طور مشابه، یک است Gکننده کارا در ، اندازه کوچکترین مجموعه احاطهE، گر کارا. عدد احاطهداشته باشد Sدر 

S ای مانندمجموعه ،Gتایی کارا در گراف -kننده کمجموعه احاطه V  است به طوری که هر راسV  دقیقا توسط

k  عضوS گر د. عدد احاطهشواحاطه میk-،تایی کارا E

kکننده ، اندازه کوچکترین مجموعه احاطهk- تایی کارا در

G کننده یک مجموعه احاطهست، تعریف شده ا ]5[که در ل کاراکننده دوبباشد. همچنین یک مجموعه احاطهمیk-

2k به ازایتایی کارا   باشدمی.  

: ی به صورتتابع ،کننده ایتالیایییک تابع احاطه {0,1,2}f V  هر راس  ه ازایب است به طوری کهx  که

( ) 0f x  :داشته باشیم 
( )

( ) 2
u N x

f u


 وزن یک راس .v ،( )f v ارزش تخصیص داده شده به آن راس ،

) کننده ایتالیایی برابر است باوزن یک تابع احاطهباشد. همچنین می fتحت تابع  ) ( )
x V

f V f x


م وزن . مینیم

کننده ایتالیایی شود. تابع احاطهنشان داده می Iنامیده و با  Gگر ، عدد احاطهGگراف  کننده ایتالیایییک تابع احاطه

 . است شده طالعهم ]6[و  ]۲[اخیرا در 

کننده کننده دوبل و احاطههای احاطهز خواهیم شد که تعمیمی از مجموعهمتمرک در این مقاله روی پارامتری

نامیم. این تابع با در نظر می GIDکه به اختصار تابع است یافته کننده ایتالیایی تعمیممجموعه احاطه به نام ایتالیایی

 گرفتن شرط
( )

( ) 2
u N x

f u


  روی تمام رئوس گرافG شود. به طور مشابه، وزن یک تابع تعریف میGID برابر 

)با  ) ( )
x V

f V f x


  با و  یافته نام داردگر ایتالیایی تعمیمینیمم وزن چنین تابعی، عدد احاطهو ماستGI  نشان

 شود.داده می

 ی به صورتنامیم، تابعمی EGIDکه به اختصار تابع  Gیافته کارای گراف کننده ایتالیایی تعمیمیک تابع احاطه

: {0,1,2}f V   است که برای هر راسx V  شرط
[ ]

( ) 2
u N x

f u


  گر باشد. همچنین عدد احاطهبرقرار

Eیافته کارا، ایتالیایی تعمیم

GI مینیمم وزن یک تابع ،EGID  درG .است 

معرفی شده است. فرض  ]6[توان در یک چهارچوب کلی قرار داد که در یرا متمام پارامترهای ذکر شده در فوق 

1pیک گراف باشد. با در نظر گرفتن عدد صحیح  Gکنید    و عبارت بولی یک تابع ،: {0,1, , }f V p  

)کننده تابع احاطه , )p  شود اگر نامیده می  درست باشد. در این مقاله گیریم: برای را به صورت زیر در نظر می

نامساوی  v هر راس
[ ]

( )
x N v

f x q


 1ر آن که د برقرار باشدq  دهیم . بنابراین، ترجیح میعددی صحیح است
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)کننده از عبارت تابع احاطه , )qp  .1برای مثال، اگر  استفاده کنیمp q  1)1کننده احاطه، آنگاه تابع, )  تابع

1pکننده است. اگر احاطهمشخصه یک مجموعه    2وq کننده ، آنگاه تابع احاطه
2(1, )  تابع مشخصه یک

,1)کننده باشد. در کل، تابع احاطهکننده دوبل میمجموعه احاطه )k کننده هیک مجموعه احاط، تابع مشخصهk-ایی ت

2pیافته از کننده ایتالیایی تعمیمابع احاطه. همچنین تاست q  تابع به طور مشابه، وزن یکآید. به دست می 

)کننده احاطه , )qp   برابر با( ) ( )
x V

f V f x


 روی گراف ن چنین تابعی است و مینیمم وزG را عدد احاطه

)گر  , )qp   گرافG کننده مطابق با تابع احاطهنامیم. می( , )qp توان مجموعه رئوس گراف، می G  را به داخل 

 هایمجموعهزیر
0 1, , , pA A A  واقع در مجموعه  رئوس افراز کرد به طوری که

jA ،0 j p  دارای وزن ،j 

 هستند. 

) کنندهتوجه به تعریف تابع احاطه با , )qp د صحیح زیر برای یافتن عدد ریزی با اعداتوان از مساله برنامه، می

)گر احاطه , )qp  .استفاده کرد 

 

[ ]

Minimize   ( )

.              ( ) ;                                                                                        (1)

                  ( ) {0,1, };    

               

x V

u N x

f x

s t f u q x V

f x p x V





  

   





 

کننده ریزی فوق و توابع احاطههای صحیح شدنی مساله برنامهجواببا توجه به تعریف، تناظری یک به یک بین 

( , )qp  گر با عدد احاطه متناظر ،فوقه مساله بنابراین، یک جواب صحیح بهیندارد.  وجود( , )qp   گرافG باشدمی . 

عبارت شرط اگر در  وه،به علا
q برای هر راس ،v  کننده آنگاه تابع احاطه اشدبرقرار بتساوی( , )qp   در گراف

G کارای گرعدد احاطه ،مینیمم وزن آن و کارا ( , )qp  گراف G یزی با رشود. به طور مشابه، مساله برنامهنامیده می

) کارای گرصحیح زیر عدد احاطه اعداد , )qp   گرافG دهد:را می 

   

[ ]

Minimize   ( )

.              ( ) ;                                                                                         (2)

                  ( ) {0,1, };    

               

x V

u N x

f x

s t f u q x V

f x p x V





  

   





 

 

)کننده احاطه توابعرابطه بین   .2 , )qp   

 

 پذیرد و می EGID تابعیک  Gکننده کارا داشته باشد آنگاه هیک مجموعه احاط Gاگر گراف . 2.1قضیه

2E E

GI  . 
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 EGID تابعیک  Gاست که باشد. واضح  Gکننده کارای مینیمم گراف مجموعه احاطه S فرض کنید برهان.

2Eتخصیص دهیم(. بنابراین  Sرا به رئوس  ۲)کافیست وزن  پذیردنیز می E

GI  فرض کنید .

0 1 2S A A A   رئوس  مجموعهافرازی ازG متناظر با تابع EGID  0مینیمم باشد که در آنA  مجموعه رئوس

G  1، 0با وزنA  مجموعه رئوسG  2و  1با وزنA  مجموعه رئوسG   2باشند. اگر  ۲با وزنA S  1وA  ،

2E آنگاه E

GI  فرض کنید حداقل یکی از عناصر .S  مانند(s متعلق به مجموعه )2A  نباشد. بنابرابن وزن راسs 

Sهایشان مجاور نیست، یا همسایه Sبا عناصر دیگر  sاست. از آنجایی که  1یا  0برابر با   باید شامل برخی از همسایه

( باشد تا تساوی 0)با وزن بزرگتر از  sهای 
[ ]

( ) 2
u N s

f u


  برقرار باشد. بنابراینE

GI 2تواند کمتر از نمی E 

                                                                                                                                  باشد. 

یکسان دارند به دست  وزن Gگراف  EGID توابعدهد تمام که نشان می ۲.5مستقیما از نتیجه تواند می ۲.1قضیه 

ای از قضیه زیر کنیم که نتیجهتفاده میکننده دوبل کارا اسمجموعه احاطه و EGID تابعبرای اثبات آن از رابطه بین آید. 

 است:

)( یکننده )کارایک مجموعه احاطهدارای  Gگراف  .2.2قضیه , )kk   تحت تابعf اگر و تنها اگر  است

  kG G wr K  1)کننده )کارای( یک مجموعه احاطه, )k  تحت تابعf  که طورید بهداشته باش

( ( )) ( ( ))f V G f V G .  

} دفرض کنی برهان. | 1, , }iv i n  های گراف مجموعه راسG  و

{( , ) | 1, , ;  1, , }i jv u i n j k    های گراف مجموعه راسG  .فرض کنید باشند f کنندهتابع احاطه یک 

( , )kk  ف برای گراG  وtv  راسی ازG  با وزنl تابع تحت f هباشد. برای به دست آوردن یک مجموعه احاط

,1)کننده  )k  برای گرافG  با توجه به ساختار ،G  را به  1، کافیست وزنl گراف گراف کاملراس زیر G   القا

)} رئوس شده توسط , ) | 1, , }t jv u j k  .تخصیص دهیم 

fبرعکس، فرض کنید   1)کننده یک تابع احاطه, )k  برای گرافG   باشد. با تخصیص وزن

1
(( , ))

k

t jj
f v u


  به راسtv  درG،  کننده احاطه تابعیک( , )kk   برای گرافG آوریم. برای توابع به دست می

                                                                                                                       کارا اثبات مشابه است.

2p، با فرض ۲.۲جه از قضیه به عنوان یک نتی q :داریم ، 

'2 دارد اگر و تنها اگر f به نام EGID تابعیک  Gگراف  .2.3نتیجه    G G wr K یک مجموعه احاطه

fت تابع کننده دوبل کارا تح   داشته باشد به طوری که( ( )) ( ( ))f V G f V G . 

هایی مام چنین مجموعهکننده دوبل کارا داشته باشد آنگاه اندازه تیک مجموعه احاطه Gاگر گراف  .2.4قضیه 

 یکسان است.

 یکسان است. باشد، آنگاه وزن تمام چنین توابعی EGID دارای تابع Gاگر گراف  .2.5نتیجه 

کننده دوبل احاطهمجموعه  دارای Gباشد، آنگاه  کننده دوبل کارامجموعه احاطه دارای Gاگر گراف .2.6قضیه 

و  دخواهد بو
2 2

E   . 

از آنجایی که اندازه تمام باشد.  Gکننده دوبل کارا برای گراف یک مجموعه احاطه Sفرض کنید برهان. 

کننده دوبل کارا یکسان هستند، های احاطهمجموعه
2| | ES ضح است که. واS کننده دوبل نیز یک مجموعه احاطه

 باشد. می Gبرای گراف 
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Sفرض کنید   کننده دوبل مینیمم برای گرافاطهیک مجموعه اح G باشد. اگر | | | |S S   باشد آنگاه راسی

vمانند  S  وجود دارد که متعلق بهS  آنجایی که  باشد. بنابراین، ازنمیv  تنها یک همسایه درS  دارد، برای

S متعلق به مجموعه( x)مانند  vهای پوشش آن باید یکی دیگر از همسایه   باشد. اگرx های دیگر با تمام همسایه

v  ،مجاور باشد{ }x S v کننده دوبل است به طوری که اندازه آن برابر با طهیک مجموعه احا| |S غیر  باشد. درمی

Sمجاور نباشد. بنابراین باید راس دیگری در  x( با v همسایه) uفرض کنید اینصورت،    مجاور باu  موجود باشد؛ اما

|در این حالت،  | | |S S   که یک تناقض است. بنابراینS کننده دوبل مینیمم برای گراف یک مجموعه احاطهG .است 

  
Eو  پذیردنیز می GID تابعآنگاه  بپذیرد EGID تابعیک  Gاگر گراف .2.7قضیه 

GI GI . 

برابر است،  EGID توابعتمام  وزناز آنجایی که باشد.  Gبرای گراف  EGID تابعیک  fکنید فرض  برهان.

( ( )E

GI f V G  2، ۲.6و  ۲.3. با استفاده از قضایای  G G wr K  کننده دوبل کارا مانند یک مجموعه احاطهS  

Gکننده دوبل نیز برای که یک مجموعه احاطهدارد    تحت تابعf  باشد به طوری که می( ( )) ( ( ))f V G f V G  ؛

بدین معنی که 
2 2

E E

GI     کننده دوبل موعه احاطه، با استفاده از مج۲.۲قضیه . مطابق باS   برای گرافG  

f تحت تابع  تابعتوان یک ، می GID  مانندf   برای گرافG طوری که  به تعیین نمود

( ( )) ( ( ))f V G f V G   به عبارت دیگر؛ 
2 2

E E

GI GI      .                                                      

 EGID تابعیک  Gاشد، آنگاه کننده کارا داشته بیک مجموعه احاطه Gهمانطور که اشاره شد، اگر یک گراف 

یک  Gدانیم که اگر است. بعلاوه، می GID تابعدارای یک  G، آنگاه بپذیرد EGID تابع Gاگر  . همچنینپذیردمی

Eکننده است و دارای یک مجموعه احاطه Gکننده کارا داشته باشد، آنگاه مجموعه احاطه توان قضیه . بنابراین می

 به دست آورد. ۲.7و  ۲.1زیر را با استفاده از قضایای 

و  GID تابع، یک EGID تابعدارای یک  Gکننده کارا باشد آنگاه دارای یک مجموعه احاطه Gاگر . 2.8 نتیجه

2کننده خواهد بود به طوری که یک مجموعه احاطه 2E E

GI GI     . 

 EGID تابعیک  که در حالی کننده کارایی نداشته باشد؛مجموعه احاطههیچ  Gگراف  توجه کنید که ممکن است

2Eدر این حالت بپذیرد. 

GI 8با مکعبی  گردشیهای . به عنوان مثال، گرافk  کهراس k  دلخواهعددی طبیعی و 

 .است

آنگاه  بپذیرد fبه نام  EGID تابع یک Gباشد. اگر  nمنتظم از مرتبه -d یگراف Gفرض کنید .2.9قضیه 

2
( )

1

E

GI

n
f V

d
 


. 

xاست، برای هر راس  Gبرای گراف  EGID یک تابع fاز آنجایی که  برهان. V  شرط

[ ]
( ) 2

u N x
f u


 از طرفی، وزن تمام توابع شود. حفظ میEGID بنابراین:باشند. برابر با یکدیگر می 

[ ]

2 ( ) (1 ) ( ) (1 )                                                                (3)E

GI

x V u N x x V

n f u d f x d 
  

      

   
 fبه نام  EGID تابعیک  Gباشد. اگر  و مینیمم درجه  nگرافی از مرتبه  Gفرض کنید . 2.10نتیجه 

، آنگاه بپذیرد
2

( )
1

n
f V





. 

 د؛ هرچند اثباتی متفاوت را برای آن ارائه خواهیم داد.باشمی ۲.9ضیه زیر نتیجه ای از قضیه ق
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 k، آنگاه برای ردپذیب EGID تابعیک   Gباشد. اگر  nمنتظم از مرتبه -dگرافی  G فرض کنید .2.11قضیه 

1) :داریم دلخواه )n d k . 

باشند. همچنین  1ا وزن ب G هایمجموعه راس 1Aو  ۲با وزن  G هایمجموعه راس 2Aفرض کنید برهان. 

02A  01وA هایی از رئوسمجموعهG  یا  ۲از آنها به ترتیب یا یک همسایه با وزن  هر راس که باشند به طوری 0با وزن

2دارند. واضح است که  1دو همسایه با وزن  02| | | |d A A  01و 12 | | ( 1) | |A d A :بنابراین . 

  

1 2 01 02 1 2

1
| | | | | | | | (1 )( | | | |)

2
n A A A A d A A          

  
باشد. ن زوج میآوجود دارد، مرتبه  1Aشده توسط رئوس یک جورسازی تام در زیرگراف القا توجه کنید از آنجایی که

 در نظر گرفت. راس را 8مکعبی با توان گراف نردبانی موبیوس باشد. به عنوان مثال میار نمیعکس قضیه برقر

 

 

 گیرینتیجه  .3

، EGIDدارای یک تابع  Gکننده کارا باشد آنگاه دارای یک مجموعه احاطه Gدر این مقاله ثابت کردیم که اگر 

2کننده خواهد بود به طوری که و یک مجموعه احاطه GIDیک تابع  2E E

GI GI     . هرچند ممکن است 

این حالت  که درپذیرد می EGIDکننده کارایی نداشته باشد؛ در حالی که یک تابع گراف هیچ مجموعه احاطه

2E

GI  . همچنین، اگرG  یک تابعEGID  به نامf  بپذیرد، آنگاه
2

( )
1

E

GI

n
f V 


 


مرتبه   nکه در آن  

  Gباشد. اگر  nمنتظم از مرتبه -dگرافی  Gدر نهایت، ثابت کردیم که اگر  باشد.می Gمینیمم درجه  گراف و 

1)دلخواه داریم:  kبپذیرد، آنگاه برای  EGIDیک تابع  )n d k . 
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