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 ی ممانعت ایمن ترین مسیربرای حل مسأله یک روش
 

 

 2ابومسلم محمدی، 1,* جواد طیبی

 استادیار، دانشگاه صنعتی بیرجند، گروه مهندسی صنایع -1

 هیات علمی دانشگاه امام علی )ع(، گروه ریاضی -2

 

 

 چکیده 

 

ت سازی شبکه اسی بهینهگیرد. این مسأله یک مسألهترین مسیر مورد مطالعه قرار میی ممانعت ایمندر این مقاله مسأله

استکلبرگ به شمار آورد که بازی  توان این مسأله را جز مسایل بازیکه کاربردهای نظامی فراوانی دارد. از طرف دیگر می

ر ممکن را اختیار کند در خواهد ایمن ترین مسییک نقطه می ع است. مهاجم برای نفوذ بهشامل دو بازیکن مهاجم و مداف

ای که تا حد امکان جلوی نفوذ مهاجم را بگیرد. ما مسأله را از حالی که هدف مدافع کم کردن ایمنی مسیرهاست به گونه

 کنیم.هایی برای حل آن ارایه میبندی کرده و روشدیدگاه مدافع فرمول

 ترین مسیر، کوتاهترین مسیر، روش نیوتن.ی امنمسایل ممانعت، مسأله: کلمات کلیدی

 

 

 مقدمه   .1

ممانعت  یپرداخت که آن را مسأله میخواه ینظام یدر حوزه مسایل کاربردی از یکی یمطالعه به مقاله نیا در

 نیا ، شده است یممانعت توسط پژوهشگران بررس لیاز مسا یمختلف یهاکه گونه نیرغم ا ی. علمینام ریمس نیترمنیا

 :میده شرح ینظام دگاهید از را مسأله ابتدا که دی.  اجازه ده[3 ,2 ,1] گرددیم یبررس مقاله نیبار در ا نیاول یمسأله برا

مستقر است. دشمن  م،ینامیشروع م یکه آن را نقطه یگردان از دشمن که اکنون در مکان مشخص کی دیفرض کن 

.  مییهدف گو ی، نقطهکند که به آن منطقه حملهو ...(  ینظام گاهیپا کی شهر، کی)مانند  حساس یمنطقه کی به خواهدیم

شروع و نقطه ینقطه نیبمنطقه هستند.  نیا دربه نفوذ  ملزماز افراد دشمن  یجاسوس گروه کی هدف، نقطه ییشناسا یبرا

. ابدیهدف دست  یبه نقطه تواندیها مآناز  کیبا انتخاب هر  یجاسوس گروهقرار دارند که  یمتعدد یهاریهدف مس ی

 احتمال و دهیرسهدف  یبه نقطه قیممکن را انتخاب کند تا از آن طر ریمس نیترمنیا هاریمس نیا نیاز ب خواهدیدشمن م

 یجلو رهایدر مس روهایتا حد ممکن با استقرار ن خواهندیم یخود یهاروین یاز طرف. ابندی کاهش یو یروهاین ییشناسا

 دیبا یخود یروهاین ،(مهمات نیهمچن و) یانسان یرویتعداد ن تیمحدود لی. به دلرندیهدف بگ یدشمن را به نقطه نفوذ

 سرکوبو  ییشناسادشمن را  یروهایشوند که بتوانند تا حد ممکن ن مستقرو با چه تعداد  رهایکه در کدام مس رندیبگ میتصم

 یهدف است در حال یبه نقطه یابیدست یبرا ریمس نیترمنیا افتنیمسأله هدف دشمن  نیا دربه طور خلاصه،  پسکنند. 

هدف  ینقطهاز ورود دشمن به  لهیوس نیتا بد رهاستیمس یمنیتا حد امکان کاهش دادن ا یخود یروهایکه هدف ن
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 حل یهاروش و مسأله نیا یمطالعه به فصل نیا در. مییگو ریمس نیترمنیممانعت ا یمسأله را مسأله نیشود. ا یریجلوگ

 پرداخت.  میآن خواه

 کیمسأله  نی. اکنیمبحث می آن حل یهاروشدر مورد  و کرده معرفی را ریمس نیترمنیا یمسأله اول بخشدر 

و به طور  گرفتهمورد توجه قرار  ریمس نیترمنیممانعت ا یمسألهبخش دوم  دراست.  یاصل بحثوارد شدن به  یمقدمه برا

 یشبکه ریمس نیترمنیا یمسأله در. هستند شبکه یسازنهیبه لیمسا از بحث مورد یمسأله دو هر. گرددیم حیتشرکامل 

شبکه ریمس نیترمنیا ممانعت یمسأله درکه  یحال. در می( هستریمس نیترمنی)ا نهیبه جواب دنبال به و بوده ثابت نهیزم

را  نهیجواب به تیمطلوب یکاهش داد تا جلو ازیدر صورت ن توانیرا م ریهر مس یمنیاست بدان معنا که ا ریمتغ نهیزم ی

 کیکه در آن  شودیم محسوباستکلبرگ دو نفره  یباز کی ریمس نیترمنیممانعت ا یتر، مسألهروشن انی. به بمیریبگ

 دهدیم رییرا تغ رهایمس یمنی( ایخود یروی)ن گرید کنیبوده و باز ریمس نیترمنیا افتنیدشمن( به دنبال  یروی)ن کنیباز

 . [4] نکند دایمطلوب دست پ ینهیاول به جواب به کنیتا باز

 ترین مسیر ی ایمنمسأله -2

,𝑮(𝑽دار جهت فرض کنید یک گراف 𝑨)   داده شده است که در آن𝑽 = {𝟏, 𝟐, … , 𝒏}  ی رئوس گراف بوده و مجموعه

𝑨  ی های گراف است. مجموعهای شامل یالمجموعه𝑽  و  𝟏شامل دو رأس به خصوص𝒏   همان مکان   𝟏است که راس

های گراف مسیرهایی است که در ور از یالی حساس خودی است. منظنشانگر منطقه 𝒏استقرار دشمن را نشان داده و راس 

,𝒊)باشند. به هر یال ها میی تقاطع جادهامتداد این دو نقطه واقعند و دیگر رئوس گراف نشان دهنده 𝒋) ∈ 𝑨   از گراف یک

,𝒊)ی ایمنی فعلی نشان دهنده 𝒄𝒊𝒋دهیم. را نسبت می 𝒄𝒊𝒋عدد نامنفی  𝒋)   است. منظور از یک مسیر𝑷  به رأس  𝟏س از رأ

𝒏 𝟏)ها مانند لای از یادنباله, 𝒊𝟏) − (𝒊𝟏, 𝒊𝟐) − ⋯ − (𝒊𝒌, 𝒏)  𝟏است. توجه کنید که در این دنباله یال اول از رأس 

گردد و همچنین هر دو یال متوالی در دنباله دارای رأس مشترک هستند. منظور ختم می  𝒏ال انتهایی به رأس آغاز شده و ی

گاه را نشان دهیم، آن  𝒑ایمنی مسیر  𝒄𝒑های آن است. به بیان دیگر اگر با قل مقدار ایمنی یالحدا 𝒑از ایمنی هر مسیر 

𝒄𝒑 = 𝒎𝒊𝒏
(𝒊,𝒋)∈𝑷

𝒄𝒊𝒋توان خواهیم مسیری را با بیشترین ایمنی بیابیم. با توضیحات فوق میترین مسیر میی ایمن. در مسأله

  بندی کرد:مسأله را به شکل زیر فرمول

(Error! No 

text of 

specified 

style in 

document. -1)  

max
𝑝∈𝑃

min
(𝑖,𝑗)∈𝑃

𝑐𝑖𝑗 ,  

بندی دیگر ی یک فرمولاست. برای ارایه 𝑛به راس   1از راس  𝐺ی مسیرهایی در گراف ی همهمجموعه  𝑃که در این جا 

 از مسأله، نیاز به فرض زیر داریم:

,𝑖)ی مقادیر ایمنی مثبت هستند یعنی، به ازای هر فرض: همه 𝑗) ∈ 𝐴 ،𝑐𝑖𝑗 > 0. 

هایی التوان یاین فرض یک فرض محدود کننده نیست زیرا عملا مسیرهایی با ایمنی صفر هرگز انتخاب نخواهند شد، پس می

 که ایمنی صفر دارند را از شبکه حذف کرد تا فرض فوق برقرار شود.

,𝑖)است. به ازای هر یال  𝑛به  1مسیر دلخواه از یک  𝑝فرض کنید  𝑗) ∈ 𝐴 متغیر صفر و یک ،𝑥𝑖𝑗   به صورت زیر تعریف

 شود:

 
𝑥𝑖𝑗 = {

1    (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑝,

0   (𝑖, 𝑗) ∉ 𝑝.
  

 بندی کرد:ترین مسیر را به صورت زیر نیز فرمولی ایمنتوان مسألهبا این تعریف، می
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 max
 

min
 

{𝑐𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗)} 

𝑠. 𝑡.  ∑ 𝑥𝑖𝑗 −
(𝑖,𝑗)∈𝐴

 ∑ 𝑥𝑗𝑖

(j,i)∈𝐴

= {
1          𝑖 = 1
0       𝑖 ≠ 1, 𝑛
−1        𝑖 = 𝑛

      ∀𝑖 ∈ 𝑉, 

𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1}       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

,𝑖)، اگر  𝑝به ازای هر مسیر  بیانگر یک عدد ثابت بسیار بزرگ است. توجه کنید که 𝑀بندی در این فرمول 𝑗) ∈ 𝑝 گاه آن

𝑐𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗) = 𝑐𝑖𝑗    و در غیر این صورت  حاصل این مقدار عدد بسیار بزرگ است. بنابراین

min
 

𝑐𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗)   همان مقدار ایمنی مسیر𝑝 ی های مسألههای مسأله همان محدودیتخواهد بود. محدودیت

کنند که یک واحد ها بیان می. این محدودیت[5] های بقای جرم نیز شهرت دارندکوتاهترین مسیر هستند که به محدودیت

برسد. بقیه رئوس نقش رئوس واسطه را دارند یعنی تفاضل جریان ورودی   𝑛آغاز شده و به راس  1جریان بایستی از راس 

 ها برابر صفر است.از خروجی آن

𝑐𝑝با تعریف متغیر  = min
 

𝑐𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗) ریزی خطی عدد صحیح ی برنامهمسأله این مسأله قابل تبدیل به یک

 به شکل زیر است: 
 

 

(Error! No 

text of 

specified 

style in 

document.-2) 

 

max
 

𝑐𝑝 

𝑠. 𝑡.  𝑐𝑖𝑗 + 𝑀(1 − 𝑥𝑖𝑗) ≥ 𝑐𝑝     ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴, 

 ∑ 𝑥𝑖𝑗 −
(𝑖,𝑗)∈𝐴

 ∑ 𝑥𝑗𝑖

(j,i)∈𝐴

= {
1          𝑖 = 1
0       𝑖 ≠ 1, 𝑛
−1        𝑖 = 𝑛

      ∀𝑖 ∈ 𝑉, 

𝑥𝑖𝑗 ∈ {0,1}       ∀(𝑖, 𝑗) ∈ 𝐴. 

 

های حل مسایل برنامه ریزی خطی صفر و یک مانند روش جمعی بالاس حل توان مسأله را با استفاده از تکنیکبنابراین می

ه لها نمایی است، در ادامه به تشریح یک الگوریتم کارا برای حل مسأگونه تکنیکجا که پیچیدگی زمانی اینکرد. اما از آن

 ای حل کنند. پردازیم که بتوانند مسأله را در زمان چندجملهمی

 †رود، الگوریتمی منسوب به دیکسترابه کار می *ی کوتاهترین مسیرهایی که برای حل مسألهیکی از مشهورترین الگوریتم

به سایر رئوس به کار برد. البته شایان  𝒔توان برای یافتن کوتاهترین مسیر از یک راس مبدا . این الگوریتم را می[6]است 

های یالی نامنفی باشند. در این بخش، الگوریتم دیکسترا ذکر است که تنها در صورتی الگوریتم قابل استفاده است که طول

را حل کند.   (Error! No text of specified style in document.-2) یدهیم که بتواند مسألهرا طوری تغییر می

,𝒅𝒊)دارای یک برچسب  𝒊نامیم. در این الگوریتم هر راس ی دیکسترا میاین الگوریتم را الگوریتم تغییر یافته 𝒑𝒊) است که  

ایم و یافته 𝒅𝒊با ایمنی برابر  𝒊به راس  𝟏ی این است که تاکنون مسیری از راس این زوج مرتب نشان دهنده یاولین مولفه

𝒑𝒊  ی آخرین راس قبل از نشان دهنده𝒊 ی الگوریتم برای یافتن مسیر توان از آن پس از خاتمهبر این مسیر است که می

,𝒅𝟏)را برابر  𝟏بهینه استفاده کرد. در ابتدا بر چسب راس  𝒑𝟏) = (+∞, در نظر گرفته و بر چسب رئوس دیگر را   (𝟎

,∞−)برابر  شوند. در هر تکرار از الگوریتم یکی از ی دایم و موقت تفکیک میها به دو دستهدهیم. بر چسبقرار می  (#

ی رئوس بر دایم شود. از بین همه 𝒏یابد که بر چسب راس های موقت دایم خواهد شد و الگوریتم تا زمانی ادامه میبرچسب

را در بین رئوس با برچسب موقت داشته باشد. پس در اولین تکرار   𝒅(𝒊)شود که بیشترین مقدار چسب راسی دایم می

                                                 
* Shortest path problem 
† Dijkstra 
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به روز   𝒋، برچسب سایر رئوس مجاور با این راس مانند 𝒊شود. پس از دایم شدن برچسب راس دایم می  𝟏برچسب راس 

𝒅𝒋صورت که اگر شود. بدین می < 𝒎𝒊𝒏{𝒅𝒊, 𝒄𝒊𝒋} گاه مقدار آن𝒅𝒋   به مقدار(𝒅𝒋, 𝒑𝒋) = (𝒎𝒊𝒏{𝒅𝒊, 𝒄𝒊𝒋}, 𝒊)  تغییر

یابد تا ها روند فوق ادامه میتغییری نخواهد کرد. پس از به روز رسانی برچسب 𝒋کند. در غیر این صورت بر چسب راس می

 Error! No text of specified)ی ی الگوریتم مقدار تابع هدف مسألهخاتمه دایم شود. پس از  𝒏که بر چسب راس زمانی

style in document.-2)   برابر𝒅𝒕 ترینها و پیمایش به عقب ایمنهای دوم برچسبتوان با استفاده از مولفهاست که می 

 در زیر الگوریتم دیکسترای تغییر یافته آورده شده است. مسیر را یافت.

 .(Error! No text of specified style in document.-2)ی : الگوریتم دیکسترای تغییر یافته برای حل مسأله1 تمیالگور

,𝒅𝟏)قرار دهید  .1 گام 𝒑𝟏) = (+∞, 𝒊برای هر راس  (𝟎 ∈ 𝑽\{𝟏}  قرار دهید(𝒅𝒊, 𝒑𝒊) =

(−∞, #). 

کنیم که دایم کنید. فرض می 𝒅𝒊ی رئوس با بر چسب موقت، راسی را با بیشترین مقدار از بین همه .2 گام

 دایم شده است. 𝒊راس 

 دایم شده است متوقف شوید، در غیر این صورت به گام بعدی بروید.  𝒏اگر راس  .3 گام

,𝒊)های ی یالهمه .4 گام 𝒋)  خروجی از راس𝒊  را بررسی کنید. اگر𝒅𝒋 < 𝒎𝒊𝒏{𝒅𝒊, 𝒄𝒊𝒋}   قرار دهید

(𝒅𝒋, 𝒑𝒋) = (𝒎𝒊𝒏{𝒅𝒊, 𝒄𝒊𝒋}, 𝒊) بازگردید. 2.به گام 

 ترین مسیری ممانعت ایمنمسأله -3

 هاتوان در رده به خصوصی از مسایل بهینه سازی به نام تئوری بازی ها جای داد. مسایل بازیمسایل نظامی را معمولا می

های دشمن(. در این های دو طرفه هستند: دیدگاه بازیکن اول )نیروهای خودی( و دیدگاه بازیکن دوم )نیرودارای دیدگاه

 پردازیم که یک بازی دو نفره شامل نیروهای خودی و دشمن است. مسیر می ترینی ممانعت ایمنبخش به معرفی مسأله

ی بندی ارایه شده، یک مسألهبندی کنیم. فرمولاجازه دهید در ابتدا به بیان دقیق مسأله پرداخته و سپس آن را فرمول

 است. *سازی دو سطحیبهینه

,𝑮(𝑽دار جهت فرض کنید یک گراف 𝑨)   داده شده است که در آن𝑽 = {𝟏, 𝟐, … , 𝒏}  ی رئوس گراف بوده و مجموعه

𝑨  ی های گراف است. مجموعهای شامل یالمجموعه𝑽  و  𝟏شامل دو رأس به خصوص𝒏   همان مکان   𝟏است که راس

ی هدف یا مقصد( هی حساس  خودی )نقطنشانگر منطقه 𝒏ی شروع یا مبدا( را نشان داده و راس استقرار دشمن )نقطه

,𝒊)است. هر یال  𝒋) ∈ 𝑨  ی ی مسیری است که نقطهنشان دهنده𝒊 ی  را به نقطه𝒋 کند. به هر یال متصل می(𝒊, 𝒋)  یک

 دهیم که همان مقدار کمی ایمنی مسیر است.را نسبت می 𝒄𝒊𝒋عدد نامنفی 

,𝒊)رار نیروهای خودی از ایمنی یال ی متغیری نامنفی است که در صورت استقنشان دهنده  𝒅𝒊𝒋فرض کنید 𝒋) شود. کم می

𝒄𝒊𝒋به مقدار   𝒄𝒊𝒋پس اگر نیروهای خودی را بر این یال مستقر کنیم ایمنی یال از مقدار  − 𝒅𝒊𝒋    تغییر خواهد کرد. از این

,𝒊)رو به ازای هر یال  𝒋) ∈ 𝑨   بایستی نامساوی𝒅𝒊𝒋 ≤ 𝒄𝒊𝒋  ن معناست که حداکثر میزان برقرار باشد. این نامساوی بدا

ی واحدی است که باید در صورت استقرار یک مقدار هزینه  𝒘𝒊𝒋کاسته شدن ایمنی برابر مقدار ایمنی آن مسیر است. عدد 

𝒅𝒊𝒋واحد نیروهای خودی ) = ,𝒊)( بر یال 𝟏 𝒋)  تواند شامل تعداد نیروی انسانی اعزام شده و بپردازیم. این هزینه می

ار تجهیزات مورد نیاز باشد. توجه کنید که به وضوح هر چه بخواهیم مقدار ایمنی یک مسیر را بیشتر کاهش همچنین مقد

                                                 
* Bilevel optimization problem 
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,𝒊)را برای یال  𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋ی بیشتری معادل را بزرگتر کنیم( نیاز است که هزینه 𝒅𝒊𝒋دهیم )یعنی  𝒋)  بپردازیم. در این مسأله

𝑾کنیم که فرض می ≥ ها هزینه خواهیم برای ممانعت پیشروی دشمن بر یالای است که میحداکثر میزان بودجه  𝟎

 کنیم. پس بایستی نامساوی 

(Error! No 

text of 

specified 

style in 

document.-3) 

 ∑ 𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋

(𝒊,𝒋)∈𝑨

≤ 𝑾 

 نشود.    𝑾ر کل بودجه های صرف شده برای ممانعت، بیشتر از مقدابرقرار باشد. یعنی مجموع هزینه

بندی کرد که در سطح ریزی دو سطحی فرمولی برنامهتوان به صورت یک مسألهترین مسیر را میی ممانعت ایمنمسأله

ترین مسیر را انتخاب کرده و در سطح بالا نیروهای خودی با تخریب ایمنی، مانع از انتخاب پایین نیروهای دشمن ایمن

 Error! No text of specified style in)بندی وند. با این توضیحات و با استفاده از فرمولشترین مسیرها میایمن

document.-2)بندی کرد:توان سطح پایین مسأله را به شکل زیر فرمول، می 

 

(Error! No 

text of 
specified 

style in 

document.-4) 

 𝒛 = 𝒎𝒂𝒙
 

𝒄𝒑 

𝒔. 𝒕.   𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋 + 𝑴(𝟏 − 𝒙𝒊𝒋) ≥ 𝒄𝒑     ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

 ∑ 𝒙𝒊𝒋 −
(𝒊,𝒋)∈𝑨

 ∑ 𝒙𝒋𝒊

(𝒋,𝒊)∈𝑨

= {
𝟏          𝒊 = 𝟏
𝟎       𝒊 ≠ 𝟏, 𝒏
−𝟏        𝒊 = 𝒏

      ∀𝒊 ∈ 𝑽, 

𝒙𝒊𝒋 ∈ {𝟎, 𝟏}       ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨. 

است که در آن ایمنی  (Error! No text of specified style in document.-2)ترین مسیر این همان مسأله ایمن

𝒄𝒊𝒋به   𝒄𝒊𝒋هر یال از  − 𝒅𝒊𝒋  ی این مسأله را در تغییر کرده است. جواب بهینه𝒛 ایم تا بتوانیم در مسأله سطح ذخیره کرده

 مینیمم سازی مقدار تابع هدف مسأله ها استفاده کنیم.در مسأله سطح بالا هدف بالا از آن

(Error! No text of specified style in document.-4)   یعنی همان𝒄𝒑  های است. این سطح شامل محدودیت

∑بودجه  𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑨 ≤ 𝑾𝟎های کران و محدودیت ≤ 𝒅𝒊𝒋 ≤ 𝒄𝒊𝒋  به ازای هر یال(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨 باشد.  بنابراین، می

 شود:بندی میریزی دو سطحی به شکل زیر فرمولی برنامهه صورت یک مسألهترین مسیر  بی ممانعت از ایمنمسأله

 

 

 

 (Error! No 

text of 
specified 

 𝒎𝒊𝒏 𝒛 
𝟎 ≤ 𝒅𝒊𝒋 ≤ 𝒄𝒊𝒋      ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨 

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋 ≤ 𝑾,
(𝒊,𝒋)∈𝑨

 

𝒛 = 𝒎𝒂𝒙
 

𝒄𝒑 

                   𝒔. 𝒕.   𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋 + 𝑴(𝟏 − 𝒙𝒊𝒋) ≥ 𝒄𝒑    ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

                    ∑ 𝒙𝒊𝒋 −
(𝒊,𝒋)∈𝑨

 ∑ 𝒙𝒋𝒊

(𝒋,𝒊)∈𝑨

= {
𝟏          𝒊 = 𝟏
𝟎       𝒊 ≠ 𝟏, 𝒏
−𝟏        𝒊 = 𝒏

      ∀𝒊 ∈ 𝑽, 
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style in 

document.-5) 
                    𝒙𝒊𝒋 ∈ {𝟎, 𝟏}       ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨. 

ازی از ستوان آن را با نرم افزارهای بهینهسازی خطی دو سطحی صفر و یک مختلط است که میاین مسأله یک مسأله بهینه

سازی خطی صفر و یک در ابعاد بزرگ جمله  گمپس حل کرده و جواب بهینه را یافت. با این وجود، معمولا حل مسایل بهینه

ری استراتژیک گیی تصمیمبر باشد. از طرف دیگر، این مسأله یک مسألهیار زمانی ابرکامپیوترها ممکن است بسحتی به وسیله

هایی برای حل این مسأله ارایه داد که زمان کند. از این رو بهتر است روشاست که زمان نقشی حیاتی را در آن ایفا می

 های آتی رسیدن به  این مقصود است. کمتری را صرف کنند. هدف ما در بخش

 ولیهنتایج ا -4

ی هایتوان الگوریتم( بپردازیم. با اسنفاده از این نتایج می5-1ی )ایم که به بیان برخی نتایج اولیه در رابطه با مسألهاکنون آماده

 پردازیم: ها میپیشنهاد کرد. در ابتدا به بیان فرض مثبت بودن داده را برای حل این مسأله

,𝒊)برای هر یال  𝒘𝒊𝒋ی و هزینه 𝒄𝒊𝒋کنیم که مقادیر ایمنی فرض. از این پس فرض می 𝒋) ∈ 𝑨 اند.مثبت 

گذرند را انتخاب گاه دشمن مسیرهایی که از این یال میبرابر صفر باشد، هیچ 𝒄𝒊𝒋کند زیرا اگر این فرض مسأله را محدود نمی

𝒘𝒊𝒋ا ایمنی صفر را از شبکه حذف کرد. در حالتی که هایی بتوان یالنخواهد کرد و بنابراین می = توان در ابتدا باشد، می 𝟎

 ها را از شبکه حذف کرد.  ای( به مقدار صفر تغییر داده و آنها را )بدون هیچ هزینهایمنی این گونه یال

ترین مسیر مخالف ی ایمنی مسألهاگر مقدار بهینه .Error! No text of specified style in document.-1 هیقض

 گاه در جواب بهینه همواره محدودیت بودجه به شکل تساوی برقرار است. صفر باشد، آن

ترین مسیر باشد اما داشته باشیم: ی ممانعت ایمنی مسألهجواب بهینه ∗𝒅به برهان خلف فرض کنید که  اثبات.

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋
∗ < 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑨 یک جواب .𝒅′  کنیم: تعریف میرا به صورت زیر 

𝒅𝒊𝒋
′ = {

𝒅𝒊𝒋
∗ + 𝝐      𝒅𝒊𝒋

∗ < 𝒄𝒊𝒋,

𝒅𝒊𝒋
∗              𝒅𝒊𝒋

∗ = 𝒄𝒊𝒋,
       ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨. 

𝝐که در این جواب  > ∑عددی بسیار کوچک انتخاب شده است به طوری که اولا   𝟎 𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋
′ < 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑨  و ثانیا اگر

𝒅𝒊𝒋
∗ < 𝒄𝒊𝒋گاه ، آن𝒅𝒊𝒋

′ < 𝒄𝒊𝒋ی جواب توان نشان داد که مقدار بهینه. به راحتی می𝒅′  ی حداقل به اندازه𝝐  کمتر از

 رسیم.  ی مسأله باشد که به تناقض میتواند جواب بهینهنمی ∗𝒅است. پس  ∗𝒅ی جواب بهینه

است. یعنی مطمئن هستیم  ∗𝒛( برابر 5-1ترین مسیر )ی ممانعت ایمنی مسألهکنیم که مقدار بهینهاز این پس فرض می

ترین ی ممانعت ایمننخواهد بود. در مسأله ∗𝒛نیروهای دشمن هر مسیری را که انتخاب کنند، مقدار ایمنی مسیر بیشتر از 

ی هدف را با کمترین بودجه کاهش دهیم. برای این کار، کافی ی شروع به نقطهخواهیم ایمنی هر مسیری از نقطهمسیر می

 شوند. این برش شبکهها منجر به یک برش میی این یالیال از هر مسیر این کار را انجام دهیم. مجموعه است فقط برای یک

ای دیگر قرار دارند. در یک ی هدف در مولفهی شروع در یک مولفه و نقطهکند که نقطهی همبندی تقسیم میرا به دو مولفه

هایی از برش است نیاز به تغییر ندارند. تنها کافی است ایمنی یال  ∗𝒛ها کمتر یا مساوی هایی که ایمنی آنبرش بهینه یال

است، کاهش یابند. توجه کنید که ملزم هستیم  مقدار ایمنی هر این گونه یالی  ∗𝒛ها بیشتر از را که مقدار ایمنی کنونی آن

نیستند. اجازه  ∗𝒛ای ایمنی بیشتر از ها داردهیم تا مطمئن شویم مسیرهای گذرنده از این یالکاهش می ∗𝒛را به مقدار 

 دهید نتایج حاصل را در یک قضیه به طور رسمی بیان کنیم.
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ترین ی ممانعت ایمنی مسأله: فرض کنید مقدار بهینهError! No text of specified style in document.-2 هیقض

 موجود است به طوری که از مسأله ∗𝒅باشد. همواره یک جواب بهینه  ∗𝒛مسیر برابر 

𝒅𝒊𝒋
∗ = {

𝟎                                   (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑪,

𝟎               (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∧ 𝒄𝒊𝒋 ≤ 𝒛∗,

𝒄𝒊𝒋 − 𝒛∗    (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∧ 𝒄𝒊𝒋 > 𝒛∗,

                ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

 کند.وع و هدف را از هم جدا میهای پیشروی یک برش است که نقاط شریال ی مجموعهنشان دهنده 𝑪که در آن 

( را در نظر بگیرید. همین طور که آن مثال دیدیم، مقدار 5-1ترین مسیر ارایه شده در )ی ممانعت ایمنمسأله .1مثال 

∗𝒛ی این مسأله برابر بهینه = 𝟐. .𝟐تواند ایمنی بیشتر از نمی 𝟒به  𝟏است. یعنی هر مسیر از   𝟓 داشته باشد. در این   𝟓

𝑪مسأله برش = (𝑺, �̅�)  با𝑺 = {𝟏, �̅�و  {𝟐 = {𝟑, ی معرفی شده است. توجه کنید که ایمنی متناظر با جواب بهینه {𝟒

,𝟏)مسیر  .𝟐کمتر از   (𝟒 ∗𝒛به مقدار  𝟑بوده و تغییر نکرده است اما ایمنی دو یال دیگر از مقدار  𝟓 = 𝟐. کاهش   𝟓

,𝟑)ای که در این مثال باید ذکر شود این است که ایمنی یال اند. آخرین نکتهیافته نیز تغییر نکرده است زیرا علی رغم   (𝟐

 این که این یال در برش مورد نظر قرار دارد، اما یک یال پسرو است. 

ی ی مسأله: فرض کنید مقدار بهینهError! No text of specified style in document.-2 هیقضی حاصل از نتیجه

بسیار حائز اهمیت  موجود است به طوری که از مسأله ∗𝒅باشد. همواره یک جواب بهینه  ∗𝒛ترین مسیر برابر ممانعت ایمن

های خاصی از مسأله که متناظر با یک برش هستند یافت. توان  جواب بهینه را تنها در  جوابکند که میاست. زیرا بیان می

ی برش نیاز است که ابتدا مقدار بهینه را بدانیم. ی ضعف این قضیه در این است که برای ساخت جواب بهینه از رواما نقطه

 دهیم. ی ضعف را بر طرف سازیم برای هر برش یک جواب منحصر به فرد ارایه میدر ادامه، برای این که این نقطه

,𝑺]برش دلخواه  �̅�]  هیقضرا در نظر بگیرید. با توجه به Error! No text of specified style in document.-2 :

موجود است  از مسأله ∗𝒅باشد. همواره یک جواب بهینه  ∗𝒛ترین مسیر برابر ی ممانعت ایمنی مسألهفرض کنید مقدار بهینه

𝑪ها را با ی آنهای پیشرو برش تغییر خواهند کرد که مجموعهتنها ایمنی یال  به طوری که = (𝑺, �̅�)  دهیم. نشان می

=)𝒄𝟎ایم و را به طور غیر نزولی مرتب کرده 𝑪های متعلق به فرض کنید ایمنی یال 𝟎) ≤ 𝒄𝟏 ≤ 𝒄𝟐 ≤ ⋯ ≤ 𝒄𝒔   نشان

𝒍ی این لیست مرتب شده باشد. به ازای اندیس ثابت دهنده ∈ {𝟏, 𝟐, … , 𝒔}  بردار𝒅𝒍 ∈ R|𝑨|  را به صورت زیر تعریف

 کنیم: می

 

(Error! No 

text of 
specified 

style in 

document.-6) 

 
𝒅𝒊𝒋

𝒍 = {

𝟎                                     (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑪,

𝟎                  (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∧ 𝒄𝒊𝒋 ≤ 𝒄𝒍,

𝒄𝒊𝒋 − 𝒛       (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∧ 𝒄𝒊𝒋 > 𝒄𝒍,

               ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

 

 مقداری است که به ازای آن محدودیت بودجه به شکل تساوی برقرار باشد. یعنی،  𝒛که در آن 

 

 

 ∑ 𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋
𝒍 = 𝑾

(𝒊,𝒋)∈𝑨

 ⟹ 
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document.-7) 

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛) = 𝑾 ⟹
(𝒊,𝒋)∈𝑪: 𝒄𝒊𝒋>𝒄𝒍

 

𝒛 =
∑ 𝒄𝒊𝒋𝒘𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑨:𝒄𝒊𝒋>𝒄𝒍

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑨:𝒄𝒊𝒋>𝒄𝒍

. 

 Error! No text of specified style in هیقضکند. با توجه به را مشخص می 𝒛آخرین رابطه مقدار دقیق 

𝒛∗  باشد. همواره یک جواب بهینه𝒅∗ موجود است به طوری که از مسأله ،𝒛  توان یک برآورد از مقدار تابع هدف در را می

 نظر گرفت. 

ترین ممانعت ایمن یک جواب شدنی از مسأله 𝒅𝒍بردار . Error! No text of specified style in document.-3 هیقض

𝒄𝒍باشد، اگر و تنها اگر  𝒛مسیر با مقدار تابع هدف  ≤ 𝒛 ≤ 𝒄𝒍+𝟏 . 

,𝒊𝒍)کنیم. فرض کنید ابتدا قسمت لزوم را ثابت می اثبات. 𝒋𝒍)  یالی است که𝒄𝒊𝒍𝒋𝒍 = 𝒄𝒍  ،و همچنین(𝒊𝒍+𝟏, 𝒋𝒍+𝟏)  یالی

= 𝒄𝒊𝒍+𝟏𝒋𝒍+𝟏است که  𝒄𝒍+𝟏. 

𝒛به برهان خلف، اگر  > 𝒄𝒍+𝟏 گاه ، آن𝒅𝒊𝒍+𝟏𝒋𝒍+𝟏

𝒍 یک جواب شدنی نیست.  اما  𝒅𝒍دهد مقداری منفی است که نتیجه می  

𝒛اگر  < 𝒄𝒍های تغییر یافته از ایمنی یال ی یالگاه ایمنی همه، آن(𝒊𝒍, 𝒋𝒍)  کمتر خواهد شد. پس هنوز هم مسیرهایی از

,𝒊𝒍)نقطه شروع به نقطه هدف که از یال  𝒋𝒍) زوما دارای مقدار ایمنی کمتر از گذرند لمی𝒛  نیستند. بنابراین مقدار تابع هدف

𝒅𝒍  برابر𝒛 .نیست 

𝒛برای اثبات قسمت کفایت، توجه کنید که نامساوی  ≤ 𝒄𝒍+𝟏 نامنفی بودن بردار ،𝒅𝒍   ،تضمین شده است. از طرف دیگر

 ی رابطه

 
𝑾ی ممانعت ایمن ترین مسیر با بودجه کل ای از مسألهنمونه: 1شکل  = 𝟐𝟎. 
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 (Error! No text of specified style in document.-7) کند. پس برقراری قید بودجه را نیز تضمین می𝒅𝒍  یک

𝒄𝒍جواب شدنی از مسأله خواهد بود. در نهایت چون نامساوی  ≤ 𝒛  برقرار است، پس ایمنی هر یال از برش حداکثر برابر𝒛 

 است.  𝒛برابر  𝒅𝒍 دهد مقدار تابع هدفباشد که نشان میمی

 را بیابیم که به ازای آن، نامساوی  𝒍اندیسی مانند  𝑪با توجه به این قضیه، کافی است برای هر برش 

𝒄𝒍 ≤
∑ 𝒄𝒊𝒋𝒘𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑨:𝒄𝒊𝒋>𝒄𝒍

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑨:𝒄𝒊𝒋>𝒄𝒍

≤ 𝒄𝒍+𝟏 

 را به دست آوریم. 𝒅𝒍توانیم جواب شدنی برقرار باشد. در این صورت می

خواهیم، جواب شدنی آورده شده است. در این مثال میشکل فوق ترین مسیر در ی ممانعت ایمنیک نمونه از مسأله .2مثال 

𝑪متناظر با برش  = (𝑺, �̅�)  با𝑺 = {𝟏, 𝑪های پیشرو این برش برابر را به دست آوریم. مجموعه یال {𝟐 =

{(𝟏, 𝟑), (𝟏, 𝟒), (𝟐, 𝟑), (𝟐,  ایم:هستند. مجموعه ایمنی این یال ها را در لیست زیر مرتب کرده  {(𝟒

𝟎(= 𝒄𝟎) ≤ 𝟑(= 𝒄𝟏) ≤ 𝟒(= 𝒄𝟐) ≤ 𝟒(= 𝒄𝟑) ≤ 𝟓(= 𝒄𝟒). 
𝒍به ازای مقادیر مختلف  = 𝟎, 𝟏, 𝟐,  ایم:را در جدول زیر به دست آورده 𝒛مقدار   𝟑

 های مختلف 𝒍. مقادیر حاصل به ازای 1جدول 

[𝐜𝐥, 𝐜𝐥+𝟏] 𝒛 𝒍 

[𝟎, 𝟑] 𝟑 × 𝟖 + 𝟒 × 𝟕 + 𝟒 × 𝟖 + 𝟓 × 𝟑 − 𝟐𝟎

𝟖 + 𝟕 + 𝟖 + 𝟑
= 𝟑. 𝟖𝟏 

𝟎 

[𝟑, 𝟒] 𝟒 × 𝟕 + 𝟒 × 𝟖 + 𝟓 × 𝟑 − 𝟐𝟎

𝟕 + 𝟖 + 𝟑
=

𝟓𝟓

𝟏𝟖
= 𝟑. 𝟎𝟔 𝟏 

[𝟒, 𝟒] 𝟒 × 𝟖 + 𝟓 × 𝟑 − 𝟐𝟎

𝟖 + 𝟑
= 𝟐. 𝟒𝟓 𝟐 

[𝟒, 𝟓] 𝟓 × 𝟑 − 𝟐𝟎

𝟑
= −𝟏. 𝟔𝟕 

𝟑 

𝒍همین طور که از مقادیر جدول فوق مشهود است تنها به ازای  = 𝒄𝒍شرط  𝟏 ≤ 𝒛 ≤ 𝒄𝒍+𝟏  برقرار است. بنابراین جواب

 شدنی مربوط به این برش به صورت 

𝒅𝟏𝟐
𝟎 = 𝒅𝟑𝟒

𝟎 = 𝒅𝟑𝟐
𝟎 = 𝒅𝟐𝟒

𝟎 = 𝟎, 

 𝒅𝟏𝟑
𝟎 =

𝟏𝟕

𝟏𝟖
= 𝟎. 𝟗𝟒𝟒 , 𝒅𝟐𝟑

𝟎 =
𝟏𝟕

𝟏𝟖
= 𝟎. 𝟗𝟒𝟒  , 𝒅𝟏𝟒

𝟎 =
𝟑𝟓

𝟏𝟖
= 𝟏. 𝟗𝟒𝟒,  
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∗𝒛با مقدار  =
𝟓𝟓

𝟏𝟖
= 𝟑. ,𝟏)است. بنابراین این جواب ایمنی سه یال    𝟎𝟔 𝟑), (𝟐, 𝟑), (𝟏, .𝟑را به   (𝟒 تغییر  𝟎𝟔

,𝟐)ماند. قابل ذکر است که یال ها بدون تغییر باقی مییال دهد و ایمنی بقیهمی با این که روی برش قرار دارد مقدار    (𝟒

𝒄𝟐𝟒ایمنی آن تغییر نخواهد کرد. زیرا این یال در شرط  > 𝒄𝒍 کند.صدق نمی 

 الگوریتم کارا -5

م پردازیم. این الگوریتترین مسیر میی ممانعت ایمنای برای حل مسألهجملهدر این بخش به بیان یک الگوریتم زمان چند

کند که مقدار تابع هدف بهینه در آن واقع شده ( است. الگوریتم در فاز اول یک بازه را جستجو میشامل سه مرحله )سه فاز

یابد. در نهایت در سومین فاز، جواب بهینه را از روی ی دقیق را میاست. در فاز دوم با استفاده از روش نیوتن مقدار بهینه

 ر شمای کلی الگوریتم پیشنهادی به اختصار آورده شده است.آورد. در زیی حاصل از فاز دوم به دست میمقدار بهینه

 شمای کلی الگوریتم پیشنهادی:

 ی تابع هدف است.که شامل مقدار بهینه فاز اول: یافتن یک بازه 

 فاز دوم: استفاده از روش نیوتن برای به دست آوردن مقدار بهینه. 

 ی جواب بهینه از روی مقدار بهینهفاز سوم: محاسبه. 

ی مقدار بهینه  𝒛𝒎𝒂𝒙های شدنی مسأله داریم. فرض کنید برای تشریح فاز اول، ابتدا نیاز به برخی نتایج در مورد جواب

 ی مسأله

(Error! No 

text of 
specified 

style in 

document.-8) 

 𝒎𝒊𝒏
𝑪∈∁

 𝒎𝒂𝒙
(𝒊,𝒋)∈𝑪

𝒄𝒊𝒋 

 Error! No)ی کند. مسألهاست که نقطه شروع را از نقطه هدف جدا می 𝑮هایی در ی برشی همهمجموعه ∁باشد که 

text of specified style in document.-12) های زمان نامیده و الگوریتم *ی برشی با کمترین تنگنارا مسأله

𝒅مقدار تابع هدف جواب شدنی   𝒛𝒎𝒂𝒙ای برای حل آن موجود است. توجه کنید که چندجمله = )یعنی بدترین جواب  𝟎

,𝟎]ی مقدار تابع هدف هر جواب شدنی بایستی در بازهشدنی ممکن( است. بنابراین،  𝒛𝒎𝒂𝒙]  .قرار گیرد 

:𝒄𝒊𝒋})ی فرض کنید عناصر مجموعه (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨} ∪ {𝟎}) ∩ [𝟎, 𝒛𝒎𝒂𝒙] ایم و فرض را به طور غیر نزولی مرتب کرده

 کنید 

(𝟎 =)𝒄𝟎 ≤ 𝒄𝟏 ≤ 𝒄𝟐 ≤ 𝒄𝟑 ≤ ⋯ ≤ 𝒄𝒌(= 𝒛𝒎𝒂𝒙) 

𝑳پس این لیست را با بردار  ی این لیست مرتب شده است.  از ایننشان دهنده = [𝒄𝟎, … , 𝒄𝒌]  دهیم. قضایای نمایش می

 ترین مسیر است.ی ممانعت ایمنهای شدنی مسألهزیر در مورد وجود جواب

                                                 
* Minimum bottleneck cut problem 
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𝒍به ازای اندیس ثابت  .Error! No text of specified style in document.-1لم  = 𝟎, … , 𝒌ی ممانعت ، اگر مسأله

𝒛𝒍ترین مسیر فاقد جواب شدنی با مقدار تابع هدف ایمن ∈ (𝒄𝒍−𝟏, 𝒄𝒍] گاه فاقد جواب شدنی با مقدار تابع باشد، آن

′𝒛هدف ∈ [𝒄𝒍−𝟏, 𝒛𝒍)   .است 

′𝒛هدف  با مقدار تابع ′𝒅ترین مسیر دارای جواب شدنی ی ممانعت ایمنکنیم مسألهبه برهان خلف فرض می  اثبات. ∈

[𝒄𝒍−𝟏, 𝒛𝒍] کنیم است. همچنین فرض می𝑪′ ها در این جواب هایی است که مقدار ایمنی آنی مجموعه یالنشان دهنده

که  تحمیل کرد. اول این ′𝑪ی و مجموعه  ′𝒅توان دو فرض اضافی بر جواب است. بدون از دست دادن کلیت می تغییر کرده

است زیرا تغییر ایمنی سایر  ′𝒛ها بیشتر از  آن 𝒄𝒊𝒋  هستند که مقدار ایمنی ′𝑪  علق به هایی متکنیم فقط یالفرض می

گردد. دومین فرض این است که برای هر ی اضافی نیز میدهد بلکه باعث هزینهها نه تنها مقدار تابع هدف را تغییر نمییال

,𝒊)یال  𝒋) ∈ 𝑪′  نامساوی𝒄𝒊𝒋 − 𝒅′𝒊𝒋 ≤ 𝒛′ ین فرض نیز محدود کننده نیست زیرا اگر این فرض برای یک برقرار است. ا

توان با عدم تغییر ایمنی آن یال باز هم به جوابی شدنی با همین مقدار تابع هدف دست یافت. پس به یال برقرار نباشد می

,𝒊)ازای هر یال  𝒋) ∈ 𝑪′های زیر را داریم:، نامساوی 

𝒅𝒊𝒋 الف.
′ > 𝟎. 

′𝒛 ب. < 𝒄𝒊𝒋. 

𝒄𝒊𝒋 پ. − 𝒅𝒊𝒋
′ ≤ 𝒛′. 

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می 𝒅𝒍حال جواب شدنی 

(Error! No 

text of 
specified 

style in 

document.-9) 

 
𝒅𝒊𝒋

𝒍 = {
𝟎     (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑪′,

𝒅𝒊𝒋
′ − 𝝐   (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪′,

 

𝝐که  = 𝒛𝒍 − 𝒛′ > 𝟎. 

,𝒊)با توجه به این که به ازای هر یال  𝒋) ∈ 𝑨  نامساوی𝒅𝒊𝒋
𝒍 ≤ 𝒅𝒊𝒋

یک جواب شدنی است، پس لزوما به  ′𝒅برقرار است و  ′

,𝒊)ازای هر یال  𝒋) ∈ 𝑨  نامساوی𝒅𝒊𝒋
𝒍 ≤ 𝒄𝒊𝒋  نیز برقرار بوده و حتی𝒅𝒍 کند. پس اگر نشان در قید بودجه نیز صدق می

,𝒊)دهیم که به ازای هر یال  𝒋) ∈ 𝑨  ،𝒅𝒊𝒋
𝒍 ≥ ترین مسیر خواهد ی ممانعت ایمنیک جواب شدنی از مسأله 𝒅𝒍گاه ، آن𝟎

𝒅𝒊𝒋بود.  نامنفی بودن 
𝒍  به ازای(𝒊, 𝒋) ∉ 𝑪′   واضح است. برای هر(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪′  :داریم 

𝒅𝒊𝒋
𝒍 = 𝒅𝒊𝒋

′ − 𝝐 = 𝒅𝒊𝒋
′ + 𝒛′ − 𝒛𝒍 ≥ 𝒄𝒊𝒋 − 𝒛𝒍 ≥ 𝟎, 

𝒄𝒍−𝟏که نامساوی اول همان نامساوی )پ( است و سومین نامساوی از )ب( و  ≤ 𝒛′ < 𝒛 ≤ 𝒄𝒍 شود. بنابراین  نتیجه می

 یک جواب شدنی است. 𝒅𝒍گیریم که نتیجه می

جا که مقدار تابع هدف است. از آن 𝒛𝒍برابر  𝒅𝒍برای رسیدن به تناقض، کافی است نشان دهیم مقدار تابع هدف جواب شدنی 

𝒅′  برابر𝒛′  :است داریم 
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(Error! No 

text of 
specified style 

in 

document.-10) 

(Error! No 

text of 
specified style 

in 

document.-11) 

 𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋
′ ≤ 𝒛′,    ∀𝑷 ∈ 𝜬, ∃(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑷, 

𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋
′ = 𝒛′,    ∃𝑷𝟎 ∈ 𝜬, ∃(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑷𝟎 ∩ 𝑪′, 

از نقطه شروع به نقطه هدف است. توجه کنید که در تساوی  𝑮دار در ی مسیرهای جهتی همهمجموعه 𝜬جا که در این

(Error! No text of specified style in document.-11)  فرض اضافی(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪′ ایم.  طبق را تحمیل کرده

رخ ندهد، ′𝑪 لی از برای هیچ یا (Error! No text of specified style in document.-11)نامساوی )پ( اگر تساوی 

,𝒊)به ازای هر  𝒋) ∈ 𝑪′  :خواهیم داشت𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋
′ < 𝒛′توان با کاهش مقادیر . پس می𝒅𝒊𝒋

ی یک مقدار ها به اندازه ′

حداقل  (Error! No text of specified style in document.-11)مثبت کوچک به یک جواب شدنی رسید که تساوی 

و  (Error! No text of specified style in document.-10)برای یک یال رخ دهد. با جمع کردن طرفین نامساوی 

(Error! No text of specified style in document.-11)  با عدد𝝐  :داریم 

𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋
𝒍 ≤ 𝒄𝒊𝒋 − (𝒅𝒊𝒋

′ − 𝝐) ≤ 𝒛′ + 𝝐 = 𝒛𝒍,    ∀𝑷 ∈ 𝜬, ∃(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑷, 

𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋
𝒍 = 𝒄𝒊𝒋 − (𝒅𝒊𝒋

′ − 𝝐) = 𝒛′ + 𝝐 = 𝒛𝒍,    ∃𝑷𝟎 ∈ 𝜬, ∃(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑷𝟎 ∩ 𝑪′, 

 رسیم. است که به تناقض می 𝒛𝒍برابر  𝒅𝒍بنابراین، مقدار تابع هدف جواب شدنی 

ترین مسیر فاقد جواب ی ممانعت ایمناگر مسأله .Error! No text of specified style in document.-4 هیقض

𝒛شدنی با مقدار تابع هدف  ∈ [𝟎, 𝒛𝒎𝒂𝒙] تابع هدف کمتر از  گاه فاقد جواب شدنی با مقدارباشد، آن𝒛  .است 

𝒛اگر  اثبات. ∈ (𝒄𝒍−𝟏, 𝒄𝒍]  ی گاه طبق لم قبل مسأله فاقد جواب شدنی در بازهآن [𝒄𝒍−𝟏, 𝒛] دهیم: است. حال قرار می

𝒛𝒍−𝟏 = 𝒄𝒍−𝟏 پس باز هم طبق لم قبل چون مسأله فاقد جواب شدنی با مقدار هدف .𝒛𝒍−𝟏  است پس همچنین، فاقد

𝒛جواب شدنی با مقدار هدف  ∈ (𝒄𝒍−𝟐, 𝒛𝒍−𝟏]  شود. خواهد بود. با تکرار این روند حکم ثابت می 

ترین مسیر فاقد جواب ی ممانعت ایمناگر مسأله .Error! No text of specified style in document.-1 جهینت

 گاه مسأله نشدنی است.نباشد، آ 𝒛𝒎𝒂𝒙شدنی با مقدار تابع هدف 

,𝟎]ی جا که هر مقدار تابع هدف متعلق به بازهاز آن اثبات. 𝒛𝒎𝒂𝒙]  هیقضاست، این نتیجه یک حکم فوری از Error! No 

text of specified style in document.-4. شدنی با مقدار تابع  جواب فاقد مسیرترین ی ممانعت ایمناگر مسأله

 است.   است.  𝒛تابع هدف کمتر از  فاقد جواب شدنی با مقدار آنگاهباشد،  𝒛∈[𝟎,𝒛𝒎𝒂𝒙]هدف 
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𝒛فرض کنید  ∈ [𝟎, 𝒛𝒎𝒂𝒙] شود یک جواب شدنی خواهیم ببینیم که آیا مییک عدد حقیقی نامنفی دلخواه باشد. می𝒅 

باشد(. در این   𝒛باشد )از دیدگاهی دیگر، ایمنی هر مسیر حداکثر برابر  𝒛ورد که مقدار تابع هدفش برابر را به دست آ

,𝒊)خصوص،  برای هر یال  𝒋) ∈ 𝑨 یک وزن ،𝒖𝒊𝒋
𝒛 دهد. اگر ی تغییر ایمنی این یال را نشان میکنیم که هزینهمعرفی می

𝒄𝒊𝒋 ≤ 𝒛  ها هزینه باشد، نیازی به تغییر ایمنی یال نیست. پس برای این یال𝒖𝒊𝒋
𝒛 = 𝒄𝒊𝒋گیریم. اما اگر را در نظر می 𝟎 >

𝒛 ی باشد، باید ایمنی به اندازه𝒅𝒊𝒋 = 𝒄𝒊𝒋 − 𝒛   کاهش یابد تا به مقدار𝒛  ی برسد. این تغییر، هزینه𝒖𝒊𝒋
𝒛 = 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 −

𝒛) ت. فرض کنید را در بر خواهد داش𝑪  ی کمترین برش شبکه𝑮(𝑽, 𝑨, 𝒖𝒛)   باشد. اکنون اگر ظرفیت کمترین برش𝑪 

 که به صورت  𝒅𝒛کمتر باشد، جواب شدنی  𝑾از 

(Error! No text 

of specified 
style in 

document. -12)  

 
𝒅𝒊𝒋

𝒛 = {

𝟎                                     (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑪,

𝟎                  (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∧ 𝒖𝒊𝒋
𝒛 = 𝟎,

𝒄𝒊𝒋 − 𝒛       (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∧ 𝒖𝒊𝒋
𝒛 > 𝟎,

               ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

یک جوابی شدنی باشد.  𝒅𝒛  تواند گردد. اما در غیر این صورت قید بودجه برقرار نبوده، پس نمیشود، حاصل میتعریف می

 ی حاصل در قضیه زیر آمده است. نتیجه

𝒛به ازای هر  .Error! No text of specified style in document.-5 هیقض ∈ [𝟎, 𝒛𝒎𝒂𝒙] بردار ،𝒅𝒛  یک جواب

,𝑮(𝑽ی ترین مسیر است اگر و تنها اگر ظرفیت کمترین برش شبکهی ممانعت ایمنشدنی از مسأله 𝑨, 𝒖𝒛)  کمتر یا مساوی

𝑾 .باشد 

 اثبات واضح است.  اثبات.

با مقدار تابع هدف  ′𝒅اگر مسأله دارای جواب شدنی  .Error! No text of specified style in document.-6 هیقض

𝒛  گاه بردار باشد، آن𝒅𝒛 ی تعریف شده به وسیله(Error! No text of specified style in document.-12)  نیز یک

 جواب شدنی است.

𝑺ی مجموعه اثبات. = {(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨: 𝒄𝒊𝒋 − 𝒅𝒊𝒋
′ ≤ 𝒛}   های ها حداقل شامل یالرا در نظر بگیرید. این مجموعه از یال

دهد باشد که نتیجه می 𝒛اش بیشتر از افت که ایمنیتوان مسیری یشوند، زیرا در غیر این صورت میمی 𝑪یک برش مانند 

 Error! No text of specified style)ی تعریف شده به وسیله 𝒅𝒛بیشتر است. اکنون جواب  𝒛از   ′𝒅مقدار تابع هدف 

in document.-12) متناظر با این برش𝑪 توان دید که به ازای هر را در نظر بگیرید. به سادگی می(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨  نامساوی

𝒅𝒊𝒋
𝒛 ≤ 𝒅𝒊𝒋

𝒅𝒛در قید بودجه و در محدودیت  𝒅𝒛برقرار است. پس با استفاده از این نامساوی  ′ ≤ 𝒄 کند. بنابراین صدق می

𝒅𝒛 ترین مسیر است.    یک جواب شدنی از مسأله ممانعت ایمن 

جواب  دارایاگر مسأله  .Error! No text of specified style in document.-6 هیقضی مورد توجه از یک نتیجه

 Error! No text of specified style)ی تعریف شده به وسیله 𝒅𝒛گاه بردار باشد، آن  𝒛تابع هدف  مقدار با ′𝒅شدنی 

in document.-12) .یر ترین مسی ممانعت ایمنی مسأله، این است که برای یافتن مقدار بهینهنیز یک جواب شدنی است

 Error! No text of specified style in)ی تعریف شده به وسیله 𝒅𝒛های  توان خود را محدود به جوابمی

document.-12)  کرد و کوچکترین مقدار𝒛 ∈ [𝟎, 𝒛𝒎𝒂𝒙]  را یافت به طوری که𝒅𝒛  شدنی باشد و یا معادلا ظرفیت

,𝑮(𝑽ی کمترین برش شبکه 𝑨, 𝒖𝒛)  کمتر یا مساوی𝑾 ایم تا فاز اول الگوریتم را توضیح دهیم. در فاز باشد. اکنون آماده
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,𝒄𝒍−𝟏)ای مانند ر جستجوی بازهاول د 𝒄𝒍] ی هستیم که شامل مقدار بهینه𝒛∗  مسأله شود. بدین منظور اندیسی مانند𝒍 ∈

{𝟏, … , 𝒌} ترین مسیر دارای جوابی شدنی با مقدار تابع هدف ی ممانعت ایمنکنیم که به ازای آن، مسألهرا جستجو می

𝒛 = 𝒄𝒍  تابع هدف بوده اما فاقد جواب شدنی با مقدار𝒛 = 𝒄𝒍−𝟏  باشد. بنابراین، در فاز اول اندیسی مانند𝒍 ∈ {𝟏, … , 𝒌} 

,𝑮(𝑽ی را خواهیم یافت به طوری که ظرفیت کمترین برش در شبکه 𝑨, 𝒖𝒄𝒍)  کمتر یا مساوی𝑾  بوده در حالی که در

,𝑮(𝑽ی شبکه 𝑨, 𝒖𝒄𝒍−𝟏)  بیشتر از𝑾  باشد. برای یافتن اندیس𝒍  با این خاصیت کافی است از تکنیک جستجوی دودویی

 استفاده کنیم.

ت ی کمترین نسبدهیم مسأله به یک مسألهایم که در مورد روند فاز دوم بحث کنیم. در این فاز، ابتدا نشان میاکنون آماده

 کنیم.ی حاصل را به روش نیوتن حل مییابد. سپس مسألهبرش کاهش می

,𝒄𝒍−𝟏)ی در فاز اول بازه  𝒄𝒍]  را به دست آوردیم که مقدار بهینه𝒛∗  هیقضمتعلق به آن است. با توجه به Error! No 

text of specified style in document.-6.  جواب شدنی  دارایاگر مسأله𝒅′ تابع هدف  مقدار با𝒛  گاه باشد، آن

نیز یک جواب شدنی  (Error! No text of specified style in document.-12)ی تعریف شده به وسیله 𝒅𝒛بردار 

∗𝒅𝒛ترین مسیر دارای یک جواب بهینه ی ایمندانیم که مسأله، میاست.
 Error! No text of)ی تعریف شده به وسیله 

specified style in document.-12)  به ازای𝒛 = 𝒛∗ ∈ (𝒄𝒍−𝟏, 𝒄𝒍]  است. پس کافی است جستجوی خود را برای

 Error! No text of specified style in)های تعریف شده به صورت یافتن جواب بهینه محدود به جواب

document.-12) هدفشان در بازه  کنیم که مقدار تابع(𝒄𝒍−𝟏, 𝒄𝒍] یقرار گیرد. مجموعه 

 𝑳 = {(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨: 𝒄𝒊𝒋 ≥ 𝒄𝒍}  

ها را نها برای به دست آوردن یک جواب توان ایمنی آنشود که میهایی میی یالرا در نظر بگیرید. این مجموعه شامل همه

𝒛شدنی با مقدار تابع هدف  ∈ (𝒄𝒍−𝟏, 𝒄𝒍] ی تغییر داد. پس با توجه به فاز اول، مجموعه𝑳  به طور منحصر به فرد مشخص

ی تعریف را در نظر بگیرید. به وسیله 𝑪متناظر با برش  𝒅𝒛اند. یک جواب دلخواه مشده و در اجرای فاز دوم ثابت می

 توان این جواب را به شکل زیر بازنویسی کرد:می𝑳ی مجموعه

(Error! No text 

of specified 
style in 

document.-13) 

 
𝒅𝒊𝒋

𝒛 = {

𝟎                                  (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑪,

𝟎                              (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪\𝑳,

𝒄𝒊𝒋 − 𝒛                 (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑪 ∩ 𝑳,
               ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

به طور یکتا به شکل  𝒛مقداری است که به ازای آن محدودیت بودجه به شکل تساوی برقرار باشد. پس مقدار  𝒛که در آن 

 شود:زیر محاسبه می

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒅𝒊𝒋
𝒛 = 𝑾 ⟹

(𝒊,𝒋)∈𝑨

 

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛) = 𝑾 ⟹
(𝒊,𝒋)∈𝑪∩𝑳

 

𝒛 =
∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪∩𝑳

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪∩ 𝑳
. 
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توان توان مسیر را به شکل زیر ترینی ممانعت ایمنتوان مسألهاست، می 𝒛با توجه به این که هدف مینیمم سازی مقدار 

 کاهش داد:

(Error! No text 

of specified 
style in 

document.-14) 

 
 𝒎𝒊𝒏𝒄∈∁ 𝒛 =

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪∩𝑳

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪∩ 𝑳
, 

کند. است که نقاط شروع و هدف را از هم جدا می  𝑮ی هایی از شبکهی برشی مجموعهنشان دهنده ∁که مشابه با قبل 

,𝑮𝑳(𝑽ی بندی مسأله، شبکهدر فرمول 𝑳ی برای حذف مجموعه 𝑨, 𝒄𝑳, 𝒘𝑳) کنیم که در آنرا معرفی می 

𝒄𝒊𝒋
𝑳 = {

𝒄𝒊𝒋    (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑳,

𝟎   (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑳,
      ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨, 

𝒘𝒊𝒋
𝑳 = {

𝒘𝒊𝒋    (𝒊, 𝒋) ∈ 𝑳,

𝟎   (𝒊, 𝒋) ∉ 𝑳,
      ∀(𝒊, 𝒋) ∈ 𝑨. 

 ی  را به صورت زیر بازنویسی کرد: توان مسألهبا این تعریف می

(Error! No text 

of specified 
style in 

document.-15) 

 
 𝒎𝒊𝒏𝒄∈∁𝑳  𝒛 =

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪
, 

 

کند. در است که نقاط شروع و هدف را از هم جدا می  𝑮𝑳ی هایی از شبکهی برشی همهی مجموعهنشان دهنده 𝑳∁که 

است که مقدار کسر  𝑮𝑳این مسأله هدف یافتن برشی از شبکه 
∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋−𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪
را مینیمم کند. این مسأله یک نوع خاص  

نامند. ما برای حل این مسأله از  †ی مینیمم برش کسریاست که آن را مسأله *سازی ترکیبیاتی کسریاز مسایل بهینه

 کنیم. ی مینیمم برش کسری  پیشنهاد شد، استفاده میبرای حل مسأله [7] †روش نیوتن که توسط رادزیک

𝒉(𝒛)سازی پارامتری ی بهینهمسأله = 𝒎𝒊𝒏{∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛)(𝒊,𝒋)∈𝑪 :  𝑪 ∈ ∁𝑳}  را در نظر بگیرید. این مسأله

دارد که در قضیه زیر آن را  (Error! No text of specified style in document.-15)ی ارتباط نزدیکی با مسأله

 کنیم.بیان می

ی پارامتری ی مسألهجواب بهینه  ∗𝑪𝒛فرض کنید  .Error! No text of specified style in document.-7 هیقض

𝒉(𝒛∗)باشد. اگر  ∗𝒛به ازای پارامتر  = 𝑾گاه ، آن𝒛∗  ی ی مسألهمقدار بهینه(Error! No text of specified style 

in document.-15)  و𝑪𝒛∗ ی آن است.جواب بهینه 

𝑪، به ازای هر ∗𝑪𝒛اثبات. با توجه به بهینگی  ∈ ∁𝑳  :داریم 

                                                 
* Fractional combinatorial optimization problem 
† Fractional minimum cut problem 
‡ Radzik 
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∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛∗)
(𝒊,𝒋)∈𝑪

≥ 𝑾 = ∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛∗) ⟹
(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒛∗

 

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛∗)
(𝒊,𝒋)∈𝑪

− 𝑾 ≥ 𝟎 = ∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛∗) − 𝑾 ⟹
(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒛∗

  

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪
≥ 𝒛∗ =

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒛∗

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒛∗

 

با مقدار  (Error! No text of specified style in document.-15)ی ی مسألهجواب بهینه ∗𝑪𝒛دهد که نشان می

 است. ∗𝒛تابع هدف 

ی  معادله (Error! No text of specified style in document.-15)ی توان به جای حل مسألهاز قضیه فوق می

𝒉(𝒛) = 𝑾 کنیم.را حل کرد که برای این کار از روش نیوتن استفاده می 

 Error! No text of specified style in)ی از مسأله ∗𝒛یک تقریب اولیه از مقدار تابع هدف  𝒛𝟎فرض کنید 

document.-15)  باشد به طوری که𝒛∗ ≤ 𝒛𝟎 با توجه به این که .𝒛∗ ∈ (𝒄𝒍−𝟏, 𝒄𝒍] توان می𝒛𝟎 = 𝒄𝒍  .را اختیار کرد

𝒛𝟎یک دنباله اعداد مانند  𝒛𝟎ی الگوریتم با شروع از نقطه > 𝒛𝟏 > 𝒛𝟐 > است. چنانچه  ∗𝒛یابد که همگرا به را می ⋯

𝒛𝒌  محاسبه شده باشد و𝒉(𝒛𝒌) = 𝑾  ایم. در غیر این صورت لزوما داریم:گاه جواب بهینه را یافتهآن 

𝒉(𝒛𝒌) < 𝑾 ⟹ 

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒄𝒊𝒋 − 𝒛𝒌)
(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒌

< 𝑾 ⟹ 

∑ 𝒘𝒊𝒋𝒄𝒊𝒋 − 𝑾(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒌

∑ 𝒘𝒊𝒋(𝒊,𝒋)∈𝑪𝒌

< 𝒛𝒌 

کنیم. مراحل را تا رسیدن به را محاسبه می 𝒉(𝒛𝒌+𝟏)در نظر گرفته و  𝒛𝒌+𝟏که عبارت سمت چپ نامساوی اخیر را برابر 

𝒛𝒌+𝟏دهیم. واضح است که بهینگی ادامه می < 𝒛𝒌 توجه کنید حالتی که  .𝒉(𝒛𝒌) > 𝑾 دهد. گاه رخ نمیهیچ 

. پس فاز [7] رسدمیتکرار از روش نیوتن، مسأله کمترین برش کسری به جواب بهینه   𝒏رادزیک ثابت کرد که در حداکثر 

را حل کرد. به جای حل  𝒉(𝒛𝒌)تکرار دارد که در هر تکرار بایستی یک مسأله کمترین برش  𝑶(𝒏)دوم حداکثر نیاز به 

  𝑶(𝒏𝟐𝒎)ی ماکزیمم جریان را حل کرد که در زمان ی دوگان آن را یعنی مسألهتوان مسألهی کمترین برش میمسأله

کنیم که فاز اول الگوریتم از جستجوی شود. یادآوری میاجرا می 𝑶(𝒏𝟑𝒎)قابل حل است. بنابراین فاز دوم الگوریتم در زمان 

ی کمترین برش دارد. بنابراین پیچیدگی فاز اول برابر کند و در هر مرحله باز هم نیاز به حل یک مسألهدودویی استفاده می

𝑶(𝒏𝟐𝒎 𝒍𝒐𝒈 𝒎) = 𝑶(𝒏𝟐𝒎𝒍𝒐𝒈 𝒏)  .است 

شود. پس از ی کمترین برش کسری حاصل میاز حل مسأله ∗𝒛ی با مقدار بهینه ∗𝑪ی در پایان فاز دوم یک جواب بهینه

 ی مسأله همانترین مسیر را محاسبه کنیم. جواب بهینهی ممانعت ایمنی مسألهآن، در سومین فاز بایستی جواب بهینه

𝒅𝒛∗
𝒛به ازای  (Error! No text of specified style in document.-8)ی هکه به وسیل  = 𝒛∗  و𝑪 = 𝑪∗  به

 زمان دارد. پس توانستیم، قضیه زیر را ثابت کنیم. 𝑶(𝒎)آید. بنابراین فاز سوم فقط نیاز به دست می

ترین مسیر در زمان ی ممانعت ایمنمسأله .Error! No text of specified style in document.-8 هیقض

𝑶(𝒏𝟑𝒎) .قابل حل است 
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 قدردانی

ی جایگزین خدمت جواد طیبی با همکاری مهندس ابومسلم محمدی در دانشگاه افسری امام علی این کار بخشی از پروژه

جا از زحمات و همکاری معاونت محترم پژوهشی دانشگاه و همکاران دیگر این یندانند که در ا)ع( است. نویسندگان لازم می

 حوزه تشکر و قدردانی نمایند. 
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