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 و الگوریتم بندی : فرمولترین مسیرمسأله ممانعت ایمن

 2ابومسلم محمدی، *1جواد طیبی

 هیأت علمی دانشگاه افسری امام علی )ع(، گروه ریاضی -2 استادیار دانشگاه صنعتی بیرجند، گروه مهندسی صنایع -1

  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

  چكیده
ممانعت   مقاله مسأله در اینسازی و مفاهیم ریاضی است.  گیری فرماندهان جنگی استفاده از مدلن ارکان تصمیمتری در عصر نوین، یکی از مهم

. مهاجم برای باشد میاستکلبرگ است که شامل دو بازیکن مهاجم و مدافع  گیرد. این مسأله یک بازیترین مسیر مورد مطالعه قرار میایمن

ای که تا حد گونهترین مسیر ممکن را اختیار کند در حالی که هدف مدافع کم کردن ایمنی مسیرهاست بهخواهد ایمننفوذ به یک نقطه می

 .گردد میو الگوریتمی کارا برای حل آن ارایه  هشدبندیفرمول مسأله این امکان جلوی نفوذ مهاجم را بگیرد. در این مقاله 

 

 ترین مسیر امنرین برش، مسایل ممانعت، جستجوی دودویی، کمت :یدیکلهای واژه

   1مقدمه -1

پردازد که  می ریمس نیتر منیممانعت ا  مسأله  مطالعه به مقاله نیا

که نیرغم ای. علاست ینظام  در حوزه مسایل کاربردی از یکی

 یممانعت توسط پژوهشگران بررس لیاز مسا یمختلف یها گونه

شده  مطرحتوسط نویسندگان بار  نیاول یمسأله برا نیشده است، ا

تشریح  ینظام دگاهید از مسأله ابتدا که دیاجازه ده. [7]است 

 گردد.

که   یگردان از دشمن که اکنون در مکان مشخص کی دیفرض کن

 کی به خواهد یمستقر است. دشمن م ،شود نامیده میشروع   نقطه

کند.  حملهو ...(  ینظام گاهیپا کی شهر، کی)مانند نقطه هدف 

از افراد دشمن  یجاسوس گروه کی هدف، نقطه ییشناسا یبرا

هدف   شروع و نقطه  نقطه نیبمنطقه هستند.  نیا دربه نفوذ  ملزم

 کیبا انتخاب هر  یجاسوس گروهقرار دارند که  یمتعدد یها ریمس

 نیاز ب خواهد ی. دشمن مابدیهدف دست   به نقطه تواند یها م آن از 

 قیب کند تا از آن طرممکن را انتخا ریمس نیتر منیا ها ریمس نیا

 کاهش یو یروهاین ییشناسا احتمال و دهیرسهدف   به نقطه

تا حد ممکن با استقرار  خواهند یم یخود یها روین یاز طرف. ابندی

. به رندیهدف بگ  دشمن را به نقطه نفوذ یجلو رهایدر مس روهاین

 ،(مهمات نیهمچن و) یانسان یرویتعداد ن تیمحدود لیدل

و با چه  رهایکه در کدام مس رندیبگ میتصم دیاب یخود یروهاین

دشمن را  یروهایشوند که بتوانند تا حد ممکن ن مستقرتعداد 

مسأله هدف  نیا درطور خلاصه، به پسکنند.  سرکوبو  ییشناسا

به نقطه هدف است  یابیدست یبرا ریمس نیتر منیا افتنیدشمن 
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 یمنیادن اتا حد امکان کاهش د یخود یروهایکه هدف نیدر حال

 یریهدف جلوگ  نقطهاز ورود دشمن به  لهیوس نیتا بد رهاستیمس

 نیتر منیممانعت ا  مسألهبه عنوان مسأله  نیااز این پس شود. 

 . شود نامیده می ریمس

شود. در  ادبیات مربوط به مسایل ممانعت مرور می دوم بخشدر 

در مورد  و دهمعرفی ش ریمس نیتر منیا  مسألهبخش سوم 

وارد  یمقدمه برا کیمسأله  نی. اشود بحث می آن حل یها روش

ممانعت  مسأله چهارمبخش  دراست.  یاصل بحثشدن به 

 حیتشرطور کامل و به گرفتهمورد توجه قرار  ریمس نیتر منیا

 از های سوم و چهارم  در بخش بحث مورد مسأله دو هر. گردد یم

  شبکه ریمس نیرت منیا  مسأله در. هستند شبکه یساز نهیبه لیمسا

. می( هستریمس نیتر منی)ا نهیبه جواب دنبال به و بوده ثابت نهیزم

 ریمتغ نهیزم  شبکه ریمس نیتر منیا ممانعت  مسأله درکه یحالدر 

 ازیدر صورت ن توان یرا م ریهر مس یمنیبدان معنا که ا .است

 انی. به بگرفت را نهیجواب به تیمطلوب یکاهش داد تا جلو

دو نفره  یباز کی ریمس نیتر منیممانعت ا  مسألهتر،  روشن

دشمن(  یروی)ن کنیباز کیکه در آن  شود یمحسوب ماستکلبرگ 

 یروی)ن گرید کنیبوده و باز ریمس نیتر منیا افتنیبه دنبال 

اول به جواب  کنیتا باز دهد یم رییرا تغ رهایمس یمنی( ایخود

ای را  تایج اولیهدر بخش پنجم ن .[7]نکند دایمطلوب دست پ  نهیبه

در مورد مسایل مطرح کرده و در بخش ششم به الگوریتم مورد 

گیری کرده و  گردد. در نهایت در بخش هفتم نتیجه نظر بیان می

 شود. در مورد کارهای پژوهشی آتی در این زمینه بحث می
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 مرور ادبیات  -2

سازی شبکه یک مسأله ممانعت شبکه قابل بهینه برای هر مسأله

 سازی شبکه )مثلا مسألهبهینه است. فرض کنید یک مسألهتعریف 

تخصیص یا مسأله بیشترین جریان( داده  کوتاهترین مسیر، مسأله

، دو گروه از ممانعت متناظر با این مسأله شده است. در مسأله

 سازی مسألهبهینه ها موجودند که هدف گروه اول )مهاجم( بازیکن

       حالی که گروه دوم )مدافع(  در بودهشبکه تعریف شده بر 

     مانع ازخواهد با اعمال تغییراتی بر شبکه تا حد ممکن می

توان مسایل می ،. بنابراینشود به هدفش یابی گروه اولدست

 های استکلبرگ نیز در نظر گرفتعنوان بازی ممانعت شبکه را به

در سطح باشند که مدافع ها شامل دو سطح می. این گونه بازی[5]

    اول و مهاجم در سطح دوم قرار دارد. تا زمانی که مدافع 

گیری نخواهد کرد. مهاجم تصمیم ،گیری خود را انجام ندهدتصمیم

مدافع با آگاهی نسبت به این حقیقت که مهاجم همواره بهترین 

گیری خواهد کرد. با ادبیات مورد گیرد، تصمیمتصمیم را می

ر و به مهاجم پیرو بکلبرگ،  به مدافع رههای استاستفاده در بازی

انواع  مسایل ممانعت  های اخیر به مطالعهگویند. محققان طی سال

برخی از این مسایل  دهندهنشان (7)اند که جدول شبکه پرداخته

شده در این زمینه خواننده باشد. برای مرور بیشتر کارهای انجاممی

 .ندرجوع ک [9]مروری  به مقاله تواند می

 مرور ادبیات مسایل ممانعت (:1)جدول 

 مراجع مسأله

 ممانعت کوتاهترین مسیر مسأله
[4]، [2]، [7]، [1]، 

[0[ ،]3]، [78] 

 ممانعت بیشترین جریان مسأله
[77]، [75[، ]79 ،]

[74]، [72]، [77] 

ممانعت تخصیص و  مسأله

 جورسازی
[71[، ]70] 

 

زمینه مطرح و انجام شده است. رغم کارهای زیادی که در این علی

در  ]7[به جز ای تاکنون هیچ مقالهنویسندگان، اما بسته به دانش 

 . ترین مسیر نوشته نشده استممانعت ایمن زمینه

 ترین مسیر   ایمن  مسأله -3

داده شده است که در آن        دار  جهت فرض کنید یک گراف

ای  مجموعه   رئوس گراف بوده و   مجموعه             

شامل دو رأس به خصوص   ی  های گراف است. مجموعه شامل یال

همان مکان استقرار دشمن را نشان داده و    است که راس    و   

های  حساس خودی است. منظور از یال  نشانگر منطقه  راس 

گراف مسیرهایی است که در امتداد این دو نقطه واقعند و دیگر 

باشند. به هر یال  ها می قاطع جادهت   رئوس گراف نشان دهنده

    شود.  نسبت داده می    از گراف یک عدد نامنفی          

از    است. منظور از یک مسیر        دهنده ایمنی فعلی نشان

               ها مانند  ل ای از یا دنباله  به رأس   رأس 

  دنباله یال اول از رأس  است. توجه کنید که در این         

گردد و همچنین هر دو  ختم می   آغاز شده و یال انتهایی به رأس 

یال متوالی در دنباله دارای رأس مشترک هستند. منظور از ایمنی 

های آن است. به بیان دیگر اگر  حداقل مقدار ایمنی یال  هر مسیر 

.                 گاه  نشان داده شود، آن   ایمنی مسیر    با 

ترین مسیر هدف یافتن مسیری با بیشترین ایمنی  در مسأله ایمن

توان مسأله را به شکل زیر  ممکن است. با توضیحات فوق می

  بندی کرد: فرمول
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  از راس    همه مسیرهایی در گراف  مجموعه   که در این جا، 

بندی دیگر از مسأله، نیاز به  یک فرمول  است. برای ارایه  به راس 

ازای مقادیر ایمنی مثبت هستند یعنی، به  این فرض است که همه

. این فرض یک فرض محدودکننده نیست      ،        هر 

زیرا عملا مسیرهایی با ایمنی صفر هرگز انتخاب نخواهند شد، پس 

هایی که ایمنی صفر دارند را از شبکه حذف کرد تا  توان یال می

 فرض فوق برقرار شود.

ازای هر یال است. به  به   یک مسیر دلخواه از   فرض کنید 
 صورت زیر تعریف شود:به     ، متغیر صفر و یک        

     {
             

            
  

صورت زیر ن مسیر را بهتری ایمن  توان مسأله با این تعریف، می

 بندی کرد: فرمول

    
 

   
 

      (     )  

∑     
       

 ∑    
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بیانگر یک عدد ثابت بسیار بزرگ است.   بندی   در این فرمول

گاه  آن        ، اگر  ای هر مسیر ازبه توجه کنید که

صورت حاصل این مقدار و در غیر این                  

همان                   عدد بسیار بزرگ است. بنابراین، 

های مسأله همان  خواهد بود. محدودیت  مقدار ایمنی مسیر 
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 کوتاهترین مسیر هستند که به  های مسأله محدودیت

ها  . این محدودیت [73]های بقای جرم نیز شهرت دارند  محدودیت

آغاز شده و به   کنند که یک واحد جریان بایستی از راس  بیان می

برسد. بقیه رئوس نقش رئوس واسطه را دارند یعنی تفاضل    راس 

 ها برابر صفر است. جریان ورودی از خروجی آن

این مسأله قابل                     با تعریف متغیر 

ریزی خطی عدد صحیح به شکل زیر  تبدیل به یک مسأله برنامه

 است: 
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های حل مسایل  توان مسأله را با استفاده از روش بنابراین، می

ریزی خطی صفر و یک مانند روش جمعی بالاس حل کرد. برنامه

ها نمایی است، در  گونه تکنیک جا که پیچیدگی زمانی این اما از آن

 ادامه به تشریح یک الگوریتم کارا برای حل مسأله پرداخته خواهد

ای حل  شد که بتوان با استفاده از آن مسأله را در زمان چندجمله

 کرد. 

کوتاهترین   هایی که برای حل مسأله یکی از مشهورترین الگوریتم
. این [58]است رود، الگوریتمی منسوب به دیکسترا کار میبه مسیر

توان برای یافتن کوتاهترین مسیر از یک راس مبدا  الگوریتم را می
رئوس به کار برد. البته شایان ذکر است که تنها در  به سایر  

های یالی نامنفی  صورتی الگوریتم قابل استفاده است که طول
باشند. در این بخش، یک نسخه تغییر یافته از الگوریتم دیکسترا 

ر این را حل کند. د  (5)8   شود که بتواند مسأله پیشنهاد می

اولین   است که        دارای یک برچسب   الگوریتم هر راس 
این است که تاکنون الگوریتم   این زوج مرتب نشان دهنده  مولفه

   را پیدا کرده است.    با ایمنی برابر   به راس   مسیری از راس 

بر این مسیر است که   ی آخرین راس قبل از  نشان دهنده 
ز آن پس از خاتمه الگوریتم برای یافتن مسیر بهینه توان ا می

        را برابر   استفاده کرد. در ابتدا برچسب راس 

        در نظر گرفته و برچسب رئوس دیگر برابر         
دایم و موقت تفکیک   ها به دو دسته شود. برچسب قرار داده می

های موقت دایم  رچسبشوند. در هر تکرار از الگوریتم یکی از ب می
  یابد که بر چسب راس  خواهد شد و الگوریتم تا زمانی ادامه می

شود که  دایم شود. از بین همه رئوس برچسب راسی دایم می
را در بین رئوس با برچسب موقت داشته       بیشترین مقدار 

شود. پس از  دایم می   باشد. پس در اولین تکرار برچسب راس
، برچسب سایر رئوس مجاور با این راس  اس دایم شدن برچسب ر

               شود. بدین صورت که اگر  روز میبه   مانند 

تغییر     {      }            به مقدار     گاه مقدار  آن
تغییری نخواهد کرد.   صورت برچسب راس کند. در غیر این می

که بر  یابد تا زمانی روند فوق ادامه می ها روزرسانی برچسبپس از به
الگوریتم مقدار تابع هدف   دایم شود. پس از خاتمه   چسب راس

های دوم  توان با استفاده از مولفه است که می   برابر   (5)8   مسأله

در زیر ترین مسیر را یافت.  ها و پیمایش به عقب ایمن برچسب
 الگوریتم دیکسترای تغییر یافته آورده شده است.

 (5)8   الگوریتم دیکسترای تغییر یافته برای حل مسأله (:1) تمیالگور

برای هر راس                 قرار دهید .1 گام

 .              قرار دهید          

رئوس با برچسب موقت، راسی را با   از بین همه .2 گام

دایم   دایم کنید. فرض کنید که راس    بیشترین مقدار 

 شده است.

دایم شده است متوقف شوید، در         اگر راس  .3 گام

 صورت به گام بعدی بروید.غیر این

 را بررسی کنید.  خروجی از راس       های  یال  همه .4 گام

 دهید قرار                اگر

 بازگردید. 5. به گام (  {      }   )        

 ترین مسیر ممانعت ایمن  مسأله-4

توان در رده به خصوصی از مسایل  مسایل نظامی را معمولا می
ها دارای  ها جای داد. مسایل بازیسازی به نام تئوری بازیبهینه

ی خودی( های دو طرفه هستند: دیدگاه بازیکن اول )نیروها دیدگاه
های دشمن(. در این بخش به معرفی  و دیدگاه بازیکن دوم )نیرو

ترین مسیر پرداخته شده که یک بازی دو نفره  ممانعت ایمن  مسأله
شامل نیروهای خودی و دشمن است. در ابتدا مسأله به طور دقیق 

شده، بندی ارایه گردد. فرمول بندی می تعریف شده و سپس فرمول
 سازی دو سطحی است. بهینه  یک مسأله

داده شده است که در آن         دار  جهت فرض کنید یک گراف
ای  مجموعه   رئوس گراف بوده و   مجموعه             

شامل دو رأس به خصوص     های گراف است. مجموعه شامل یال
شروع یا   همان مکان استقرار دشمن )نقطه   است که راس    و  

  حساس خودی )نقطه  نشانگر منطقه  راس مبدا( را نشان داده و 
مسیری است   دهندهنشان         هدف یا مقصد( است. هر یال 

یک عدد       کند. به هر یال  متصل می    را به نقطه    که نقطه
شود که همان مقدار کمی ایمنی مسیر  نسبت داده می    نامنفی 

 است.

امنفی است که در صورت متغیری ن  دهندهنشان     فرض کنید 
شود. پس اگر  کم می      استقرار نیروهای خودی از ایمنی یال 

به      نیروهای خودی بر این یال مستقر شوند ایمنی یال از مقدار 
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ازای هر یال تغییر خواهد کرد. از این رو به           مقدار
د. این نامساوی برقرار باش         بایستی نامساوی         

بدان معناست که حداکثر میزان کاسته شدن ایمنی برابر مقدار 
واحدی است که باید   مقدار هزینه     ایمنی آن مسیر است. عدد 

( بر یال      در صورت استقرار یک واحد نیروهای خودی )
تواند تابعی بر حسب تعداد نیروی  صرف گردد. این هزینه می      

عزام شده و همچنین مقدار تجهیزات مورد نیاز باشد. توجه انسانی ا
کنید که به وضوح هر چه نیروهای خودی بخواهند مقدار ایمنی 

را بزرگتر کنند( نیاز     یک مسیر را بیشتر کاهش دهند )یعنی 
بپردازند.       را برای یال        بیشتری معادل   است که هزینه

حداکثر میزان      ه است که در این مسأله فرض شد
خواهند برای ممانعت  ای است که نیروهای خودی می بودجه

ها هزینه کنند. پس بایستی مجموع  پیشروی دشمن بر یال
    های صرف شده برای ممانعت، بیشتر از مقدار کل بودجه  هزینه
 نشود. 

  صورت یک مسألهتوان به  ترین مسیر را می ممانعت ایمن  مسأله
بندی کرد که در سطح پایین  ریزی دو سطحی فرمول امهبرن

ترین مسیر را انتخاب کرده و در سطح بالا  نیروهای دشمن ایمن
ترین  نیروهای خودی با تخریب ایمنی، مانع از انتخاب ایمن

بندی  شوند. با این توضیحات و با استفاده از فرمول مسیرها می

 بندی کرد: توان سطح پایین مسأله را به شکل زیر فرمول ، می(5)8 

 

(7) 

     
 

   

                                 

 ∑     
       

 ∑    

       

 {
         
         
          

 

                          

است که در آن ایمنی هر  (5)8 ترین مسیر  این همان مسأله ایمن

این مسأله   تغییر کرده است. جواب بهینه         به      یال از 
تفاده اس  تا بتوان در مسأله سطح بالا از آن  ذخیره شده است  در 

سازی مقدار تابع هدف کرد. در مسأله سطح بالا هدف مینیمم
 مسأله 

های بودجه  است. این سطح شامل محدودیت   یعنی همان  (7)
∑ ازای به          های کران  و محدودیت                

ترین  ممانعت از ایمن  .  بنابراین، مسألهباشد می        هر یال 
ریزی دو سطحی به شکل زیر  صورت یک مسأله برنامهمسیر  به

 شود: بندی می فرمول
 

 

( 85) 

      
                        

∑          
       

 

       
 

    

                                

∑     
       

 ∑    

       

 {
              
             
             

  

                              

سازی خطی دو سطحی صفر و یک  این مسأله یک مسأله بهینه
سازی از جمله   بهینه افزارهایتوان آن را با نرم مختلط است که می

گمپس حل کرده و جواب بهینه را یافت. با این وجود، معمولا حل 
  سازی خطی صفر و یک در ابعاد بزرگ حتی به وسیله مسایل بهینه

بر باشد. از طرف دیگر، این  ابرکامپیوترها ممکن است بسیار زمان
گیری راهبردی است که زمان نقشی  تصمیم  مسأله یک مسأله

هایی برای  کند. از این رو بهتر است روش ا در آن ایفا میحیاتی ر
حل این مسأله ارایه داد که زمان کمتری را صرف کنند. هدف از 

 های آتی، رسیدن به این مقصود است.  بیان بخش

 نتایج اولیه -7

( ارایه خواهد 4)  در این بخش برخی نتایج اولیه در رابطه با مسأله
هایی را برای حل این  توان الگوریتم ایج میشد. با اسنفاده از این نت

ها  پیشنهاد کرد. در ابتدا به بیان فرض مثبت بودن داده  مسأله
 پردازیم:  می

        برای هر یال       و هزینه    مقادیر ایمنی  فرض:
 اند. مثبت

برابر صفر باشد،     کند زیرا اگر  این فرض مسأله را محدود نمی
گذرند را انتخاب  شمن مسیرهایی که از این یال میگاه د هیچ

هایی با ایمنی صفر را از شبکه  توان یال نخواهد کرد و بنابراین، می
توان در ابتدا ایمنی  باشد، می      حذف کرد. در حالتی که 

ای( به مقدار صفر تغییر داده و  ها را )بدون هیچ هزینه این گونه یال
 رد.  ها را از شبکه حذف ک آن

ترین مسیر مخالف صفر  ایمن  مسأله  اگر مقدار بهینه -1 هیقض
گاه در جواب بهینه همواره محدودیت بودجه به شکل  باشد، آن

 تساوی برقرار است. 

ممانعت   مسأله  بهینه جواب    که کنید فرض خلف برهان به اثبات:

∑ترین مسیر باشد اما  ایمن       
را    جواب  . یک          

 صورت زیر تعریف کنید:به

   
  {

   
            

      

   
                 

      
                 

عددی بسیار کوچک انتخاب شده است      که در این جواب، 

∑طوری که اولا به       
   و ثانیا اگر            

گاه  ، آن     

   
    جواب  توان نشان داد که مقدار بهینه . به راحتی می     
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تواند  نمی   است. پس      کمتر از جواب بهینه    حداقل به اندازه

 رسیم. مسأله باشد که به تناقض می  جواب بهینه

ممانعت   مسأله  شود که مقدار بهینه از این پس فرض می 

است. یعنی نیروهای خودی مطمئن    ( برابر 4یر )ترین مس ایمن

هستند که نیروهای دشمن هر مسیری را انتخاب کنند، مقدار 

ترین  ممانعت ایمن  نخواهد بود. در مسأله   ایمنی مسیر بیشتر از 

شروع   خواهند ایمنی هر مسیری از نقطه مسیر نیروهای خودی می

اهش دهند. برای این کار، هدف را با کمترین بودجه ک  به نقطه

کافی است فقط برای یک یال از هر مسیر این کار را انجام دهند. 

شوند. این برش شبکه را  ها منجر به یک برش می مجموعه این یال

شروع در یک مولفه   کند که نقطه به دو مولفه همبندی تقسیم می

ای دیگر قرار دارند. در یک برش بهینه  هدف در مولفه  و نقطه

است نیاز به تغییر     ها کمتر یا مساوی هایی که ایمنی آن یال

هایی از برش را که مقدار ایمنی  ندارند. تنها کافی است ایمنی یال

است، کاهش یابند. توجه کنید که    ها بیشتر از  کنونی آن

نیروهای خودی ملزم هستند که مقدار ایمنی هر این گونه یالی را 

دهند تا مطمئن شوند مسیرهای گذرنده از این  اهش ک   به مقدار 

نیستند. نتایج حاصل در یک قضیه    ها دارای ایمنی بیشتر از  یال

 طور رسمی بیان شده است.به

ترین مسیر  ممانعت ایمن  مسأله  فرض کنید مقدار بهینه .2 هیقض

ست موجود ا  از مسأله   باشد. همواره یک جواب بهینه    برابر

 طوری کهبه

   
  {

                                            

                               

                         

                  

 

های پیشروی یک برش  یال  مجموعه  دهندهنشان  که در آن، 
 کند. دا میاست که نقاط شروع و هدف را از هم ج

( را 7شده در شکل )ترین مسیر ارایه ممانعت ایمن  مسأله :1مثال 
است.          در نظر بگیرید. مقدار بهینه این مسأله برابر

داشته      تواند ایمنی بیشتر از  نمی  به   یعنی هر مسیر از 
̅ و         با   ̅      باشد. در این مسأله برش         

معرفی شده است. توجه کنید که ایمنی   متناظر با جواب بهینه
بوده و تغییر نکرده است اما ایمنی دو     کمتر از        مسیر 

اند. آخرین  کاهش یافته         به مقدار   یال دیگر از مقدار 
ای که در این مثال باید ذکر شود این است که ایمنی یال  نکته

رغم این که این یال در برش یز تغییر نکرده است زیرا علین      
 مورد نظر قرار دارد، اما یک یال پسرو است. 

کند  بسیار حائز اهمیت است. زیرا بیان می 5حاصل از قضیه   نتیجه
های خاصی از مسأله که  توان  جواب بهینه را تنها در  جواب که می

ضعف این قضیه در این   متناظر با یک برش هستند یافت. اما نقطه
است که برای ساخت جواب بهینه از روی برش نیاز است که ابتدا 

ضعف بر   مقدار بهینه را بدانیم. در ادامه، برای این که این نقطه
 گردد.  طرف شود برای هر برش یک جواب منحصر به فرد ارایه می

فرض  .5 هیقضرا در نظر بگیرید. با توجه به   ̅    برش دلخواه 
باشد.    ترین مسیر برابر ممانعت ایمن  مسأله  کنید مقدار بهینه

 5طوری کهست بهموجود ا  از مسأله   همواره یک جواب بهینه 
  های پیشرو برش تغییر خواهند کرد که مجموعه تنها ایمنی یال

است. فرض کنید ایمنی  نشان داده شده   ̅      ها  با آن
طور غیر نزولی مرتب شده است و به   های متعلق به  یال

ی این لیست مرتب  دهندهنشان                   
را  | |    بردار             ازای اندیس ثابت شده باشد. به

 صورت زیر تعریف کنید: به

(2) 
   

  {

                                        

                            

                        

             

 

ازای آن محدودیت بودجه به شکل مقداری است که به  که در آن، 

 تساوی برقرار باشد؛ یعنی: 

 

 

 

 (7) 

 ∑       
   

       

   

∑    (     )     
               

 

  
∑                       

∑                  

  

کند. با توجه به قضیه  را مشخص می  آخرین رابطه، مقدار دقیق 

 توان یک برآورد از مقدار تابع هدف در نظر گرفت.  را می   ، 5

ترین  انعت ایمنمم  یک جواب شدنی از مسأله   بردار  :3 هیقض

 .          باشد، اگر و تنها اگر   مسیر با مقدار تابع هدف 

یالی         شوذ. فرض کنید  . ابتدا قسمت لزوم ثابت میاثبات

      است که 
یالی است که             و همچنین،     

               . 

         گاه ، آن       گر به برهان خلف، ا

مقداری    

یک جواب شدنی نیست.  اما اگر    دهد  منفی است که نتیجه می

        های تغییریافته از ایمنی یال  یال  گاه ایمنی همه ، آن    

کمتر خواهد شد. پس هنوز هم مسیرهایی از نقطه شروع به نقطه 

گذرند لزوما دارای مقدار ایمنی کمتر از  می        هدف که از یال 

 نیست.  برابر    نیستند. بنابراین، مقدار تابع هدف   

 برای اثبات قسمت کفایت، توجه کنید که نامساوی

 تضمین شده است. از طرف    ، نامنفی بودن بردار       
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 دیگر، رابطه

 

 

یک    کند. پس  برقراری قید بودجه را نیز تضمین می (7) 

     جواب شدنی از مسأله خواهد بود. در نهایت چون نامساوی 

باشد که  می  برقرار است، پس ایمنی هر یال از برش حداکثر برابر 

              است.   برابر    دهد مقدار تابع هدف  نشان می

  اندیسی مانند   با توجه به این قضیه، کافی است برای هر برش 

 ازای آن، نامساوی را یافت که به

   
∑                       

∑                  

      

 دست آورد.را به   توان جواب شدنی  صورت میبرقرار باشد. در این

( 7ترین مسیر در شکل ) ممانعت ایمن  ای از مسأله نمونه :2مثال 

 آورده شده است. 

با   ̅      در این مثال، جواب شدنی متناظر با برش 

های پیشرو این برش  شود. مجموعه یال محاسبه می        

 برابر

                            

 اند: ها در لیست زیر مرتب شدههستند. مجموعه ایمنی این یال

                                    

( به 5در جدول )  مقدار            ازای مقادیر مختلف به

 دست آمده است.

 

 

 های مختلف  ازای مقادیر حاصل به (:2جدول )

              

      
                  

       
          

      
              

     
 

  

  
         

      
          

   
         

      
      

 
          

    ازای ( مشهود است تنها به5طور که از مقادیر جدول )همان

برقرار است. بنابراین، جواب شدنی مربوط           شرط 

 صورت: به این برش به

   
     

     
     

     

    
  

  

  
           

  
  

  
          

   
  

  

  
         

   با مقدار 
  

  
است. بنابراین، این جواب ایمنی سه         

  دهد و ایمنی بقیه تغییر می     را به                    یال

با         ل ماند. قابل ذکر است که یا ها بدون تغییر باقی می یال

این که روی برش قرار دارد مقدار ایمنی آن تغییر نخواهد کرد. 

 کند. صدق نمی       زیرا این یال در شرط 

 الگوریتم کارا -8

  ای برای حل مسأله جمله در این بخش یک الگوریتم زمان چند

شود. این الگوریتم شامل سه  ارایه می  ترین مسیر ممانعت ایمن

فاز( است. الگوریتم در فاز اول یک بازه را جستجو  مرحله )سه

کند که مقدار تابع هدف بهینه در آن واقع شده است. در فاز  می

یابد. در  دقیق را می  دوم با استفاده از روش نیوتن مقدار بهینه

حاصل از   نهایت در سومین فاز، جواب بهینه را از روی مقدار بهینه

( شمای کلی الگوریتم 9جدول )آورد. در  دست میفاز دوم به

 پیشنهادی به اختصار آورده شده است.

 شمای کلی الگوریتم پیشنهادی(: 3جدول )

 تابع هدف   که شامل مقدار بهینه  فاز اول: یافتن یک بازه

 

ترین مسیر با بودجه کل ممانعت ایمن  ای از مسألهنمونه (:1)شكل 

𝑊    . 
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 است.

 دست آوردن فاز دوم: استفاده از روش نیوتن برای به

 . مقدار بهینه

 مقدار بهینه جواب بهینه از روی  فاز سوم: محاسبه . 

برای تشریح فاز اول، ابتدا نیاز به بیان برخی نتایج در مورد 

  مقدار بهینه      های شدنی مسأله است. فرض کنید  جواب

   مسأله

(1)     
   

    
       

    

 

است که نقطه شروع را از   هایی در  برش  همه  مجموعه  باشد که 

برشی با کمترین   ( را مسأله1)  کند. مسأله نقطه هدف جدا می

ای برای حل آن موجود  های زمان چندجمله نامیده و الگوریتم تنگنا

    مقدار تابع هدف جواب شدنی       است. توجه کنید که

)یعنی بدترین جواب شدنی ممکن( است. بنابراین، مقدار تابع 

 قرار گیرد.          ی  هدف هر جواب شدنی بایستی در بازه

{           })  کنید عناصر مجموعه فرض     )           

 طور غیر نزولی مرتب شده و فرض کنید به

                            

این لیست مرتب شده باشد.  از این پس این لیست    دهندهنشان

شود. قضایای زیر در  نمایش داده می             با بردار 

 ترین مسیر است. ممانعت ایمن   های شدنی مسأله مورد وجود جواب

ممانعت   ، اگر مسأله       ازای اندیس ثابت به: 4لم 

ترین مسیر فاقد جواب شدنی با مقدار تابع هدف  ایمن

گاه فاقد جواب شدنی با مقدار تابع  باشد، آن             

 است.               هدف

ترین مسیر  ممانعت ایمن  به برهان خلف فرض کنید مسأله اثبات:

است.              با مقدار تابع هدف    دارای جواب شدنی 

هایی است که  مجموعه یال  دهندهنشان   همچنین فرض کنید 

است. بدون از دست   ها در این جواب تغییر کرده مقدار ایمنی آن

     و مجموعه   توان دو فرض اضافی بر جواب  ن کلیت میداد

  هایی متعلق به  شود فقط یال که فرض می  تحمیل کرد. اول این

است زیرا تغییر    ها بیشتر از   آن      هستند که مقدار ایمنی   

دهد بلکه  ها نه تنها مقدار تابع هدف را تغییر نمی ایمنی سایر یال

گردد. دومین فرض این است که برای  افی نیز میاض  باعث هزینه

برقرار است. این             نامساوی          هر یال 

کننده نیست زیرا اگر این فرض برای یک یال فرض نیز محدود

توان با عدم تغییر ایمنی آن یال باز هم به جوابی  برقرار نباشد می

ازای هر یال پس بهشدنی با همین مقدار تابع هدف دست یافت. 
 های زیر برقرار است: ، نامساوی        

     -الف
   . 

 .        -ب

         -پ
    . 

 صورت زیر تعریف کنید:را به   حال جواب شدنی 

(0)   
   

  {
               

   
               

 

 .                                   که                          

   نامساوی         ازای هر یال با توجه به این که به
     

  

ازای هر یال یک جواب شدنی است، پس لزوما به   برقرار است و 
   نامساوی         

در قید    نیز برقرار بوده و حتی       

ازای هر یال پس اگر ثابت شود که به کند. بودجه نیز صدق می
         ،   

  یک جواب شدنی از مسأله   گاه  ، آن   

   ترین مسیر خواهد بود.  نامنفی بودن  ممانعت ایمن
ازای به  

 توان نوشت: می          واضح است. برای هر           

   
     

       
                  

که نامساوی اول همان نامساوی )پ( است و سومین نامساوی از 

شود. بنابراین، نتیجه  نتیجه می             )ب( و 

 یک جواب شدنی است.   شود که  می

برای رسیدن به تناقض، کافی است نشان داده شود که مقدار تابع 

جا که مقدار تابع هدف  است. از آن   برابر    هدف جواب شدنی 

 توان نوشت:  است، می   برابر    

(3) 

(78) 

       
                        

       
                             

از نقطه   دار در  مسیرهای جهت  همه  مجموعه  جا،  که در این

فرض  (78)ساوی شروع به نقطه هدف است. توجه کنید که در ت

تحمیل شده است. طبق نامساوی )پ( اگر          اضافی 

         ازای هر رخ ندهد، به   برای هیچ یالی از  (78)تساوی 

       نامساوی 
توان با کاهش  پس میبرقرار خواهد بود.      

   مقادیر 
یک مقدار مثبت کوچک به یک جواب شدنی   اندازهها به  

حداقل برای یک یال رخ دهد. با جمع  (78)رسید که تساوی 

، روابط زیر حاصل  ( با عدد 78( و )3کردن طرفین نامساوی )

 شود:  می
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      (   

   )           

                                                                       

است که منجر    برابر    دار تابع هدف جواب شدنی بنابراین، مق

 شود. به تناقض می

ترین مسیر فاقد جواب شدنی با  ممانعت ایمن  اگر مسأله :7 هیقض

گاه فاقد جواب شدنی با  باشد، آن           مقدار تابع هدف 

 است.   مقدار تابع هدف کمتر از 

طبق لم قبل مسأله فاقد جواب گاه  آن            اگر  اثبات:

. باز          است. حال قرار دهید:            شدنی در بازه

هم طبق لم قبل چون مسأله فاقد جواب شدنی با مقدار هدف 

است پس همچنین، فاقد جواب شدنی با مقدار هدف      

خواهد بود. با تکرار این روند حکم ثابت                

 شود. می

ترین مسیر فاقد جواب شدنی با  ممانعت ایمن  اگر مسأله :8 جهینت 

 گاه مسأله نشدنی است. باشد، آن     مقدار تابع هدف 

           جا که هر مقدار تابع هدف متعلق به بازه از آن اثبات.

 است.  2است، این نتیجه یک حکم فوری از قضیه 

دد حقیقی نامنفی دلخواه باشد. یک ع           فرض کنید 

شود یک  در ادامه به این سوال پاسخ داده خواهد شد که آیا می

باشد   دست آورد که مقدار تابع هدفش برابر را به  جواب شدنی 

گردد(. در این    )از دیدگاهی دیگر، ایمنی هر مسیر حداکثر برابر 

   ، یک وزن        خصوص، برای هر یال 
نظر بگیرید را در   

       دهد. اگر  تغییر ایمنی این یال را نشان می  که هزینه

ها هزینه  باشد، نیازی به تغییر ایمنی یال نیست. پس برای این یال

   
باشد، باید ایمنی       شود. اما اگر  در نظر گرفته می    

. این برسد   کاهش یابد تا به مقدار              اندازهبه

     تغییر، هزینه
را در بر خواهد داشت. فرض              

باشد. اکنون اگر             کمترین برش شبکه    کنید 

-که به   کمتر باشد، جواب شدنی   از   ظرفیت کمترین برش 

 صورت

 

(77) 
   

  {

                                     

                        
    

                  
    

   

صورت قید بودجه گردد. اما در غیر این شود، حاصل می تعریف می

  یک جوابی شدنی باشد. نتیجه   تواند  برقرار نبوده، پس نمی

 حاصل در قضیه زیر به طور رسمی بیان شده است. 

یک جواب شدنی از     ، بردار          ازای هر به .5 هیقض

ترین مسیر است اگر و تنها اگر ظرفیت  ممانعت ایمن  مسأله

 باشد.  کمتر یا مساوی           کمترین برش شبکه 

    اثبات واضح است.  اثبات:

   با مقدار تابع هدف    اگر مسأله دارای جواب شدنی  :6 هیقض

( نیز یک جواب 11)  وسیلهتعریف شده به   گاه بردار  باشد، آن

 شدنی است.

                   مجموعه اثبات:
را در نظر       

های یک برش  ها حداقل شامل یال بگیرید. این مجموعه از یال

توان مسیری یافت که  صورت میشوند، زیرا در غیر این می  مانند 

   دهد مقدار تابع هدف  باشد که نتیجه می  اش بیشتر از  ایمنی

( متناظر 7)  وسیلهشده بهتعریف   بیشتر است. اکنون جواب   از 

ازای توان دید که به را در نظر بگیرید. به سادگی می  با این برش 

   نامساوی         هر 
     

برقرار است. پس با استفاده از   

صدق      در قید بودجه و در محدودیت    این نامساوی 

ترین  یک جواب شدنی از مسأله ممانعت ایمن   د. بنابراین، کن می

 مسیر است.    

مورد توجه از قضیه فوق، این است که برای یافتن مقدار   یک نتیجه

توان خود را محدود به  ترین مسیر می ممانعت ایمن  مسأله  بهینه

( کرد و کوچکترین مقدار 7)  وسیلهشده بهتعریف   های  جواب

شدنی باشد و یا معادلات    طوری که را یافت به           

  کمتر یا مساوی             ظرفیت کمترین برش شبکه

توان فاز اول الگوریتم را به طور دقیق تشریح کرد.  باشد. اکنون می

است که شامل مقدار           ای مانند  فاز اول در جستجوی بازه

را           ه شود. بدین منظور اندیسی مانند مسأل    بهینه

ترین مسیر  ممانعت ایمن  ازای آن، مسألهکند که به جستجو می

بوده اما فاقد جواب      دارای جوابی شدنی با مقدار تابع هدف 

باشد. بنابراین، فاز اول        شدنی با مقدار تابع هدف 

طوری که ند بهرا جستجو می ک          اندیسی مانند 

  کمتر یا مساوی              ظرفیت کمترین برش در شبکه

باشد. برای   بیشتر از                بوده در حالی که در شبکه

با این خاصیت کافی است از روش جستجوی   یافتن اندیس 

 دودویی استفاده شود.

د. در این فاز، شو اکنون در مورد جزییات فاز دوم الگوریتم بحث می

کمترین نسبت   شود که مسأله به یک مسأله ابتدا نشان داده می

یابد. سپس مسأله حاصل به روش نیوتن حل  برش کاهش می

 گردد. می



   09                                                                              ابومسلم محمدی جواد طیبی و یتم:و الگور یبند : فرمولیرمس ینتریمنمسأله ممانعت ا

 

دست آورده را به            توجه نمایید که فاز اول الگوریتم بازه

 0ه متعلق به آن است. با توجه به قضی   است که مقدار بهینه 

    ترین مسیر دارای یک جواب بهینه ایمن  واضح است که مسأله

باشد. پس  می               ازای ( به7)  وسیلهشده بهتعریف

کافی است الگوریتم جستجوی خود را برای یافتن جواب بهینه 

شده و  مقدار ( تعریف7صورت )هایی کند که به محدود به جواب

  قرار گیرد. مجموعه          ان در بازه هدفش  تابع

                     

هایی است که  یال  را در نظر بگیرید. این مجموعه شامل همه

دست آوردن یک جواب شدنی با ها را برای به توان ایمنی آن می

تغییر داد. پس با توجه به فاز             مقدار تابع هدف 

فرد مشخص شده و در اجرای بهطور منحصربه  ی  عهاول، مجمو

را در   متناظر با برش    ماند. یک جواب دلخواه  فاز دوم ثابت می

توان این جواب را به  می    تعریف مجموعه  وسیلهنظر بگیرید. به

 شکل زیر بازنویسی کرد:

 

(75) 
   

  {

                                     

                                 

                          
        

ازای آن محدودیت بودجه به شکل مقداری است که به  که در آن، 

طور یکتا به صورت زیر محاسبه به  تساوی برقرار باشد. پس مقدار 

 شود: می

∑       
    

        

 

∑    (     )    

         

 

  
∑                  

∑              

  

  توان مسأله است، می  سازی مقدار  با توجه به این که هدف کمینه

 ترین توان مسیر را به شکل زیر کاهش داد: ممانعت ایمن

(79)  
          

∑                  

∑              

  

   ی  هایی از شبکه برش  مجموعه  دهندهنشان   که مشابه با قبل،

کند. برای حذف  است که نقاط شروع و هدف را از هم جدا می

را در                 بندی مسأله، شبکه در فرمول  ِ  مجموعه

 نظر بگیرید که در آن:

   
  {

               

            
                    

   
  {

               

            
                

 صورت زیر بازنویسی کرد: توان مسأله  را به با این تعریف می

(74) 
           

∑                

∑           

  

است که     هایی از شبکه برش  مجموعه همه  دهندهنشان   که 

کند. در این مسأله هدف  هدف را از هم جدا می نقاط شروع و

است که مقدار کسر    یافتن برشی از شبکه 
∑                

∑           
را  

سازی  کمینه کند. این مسأله یک نوع خاص از مسایل بهینه

نامند.  کمترین برش کسری  ترکیبیاتی کسری است که آن را مسأله

مسأله از روش نیوتن که توسط رادزیک برای حل برای حل این 

 [. 57گردد ] مینیمم برش کسری  پیشنهاد شد، استفاده می  مسأله

 سازی پارامتری بهینه  مسأله

        { ∑           
       

       } 

( دارد که 74)  را در نظر بگیرید. این مسأله ارتباط نزدیکی با مسأله

 ه است.در قضیه زیر آمد

ازای پارامتری به  مسأله  جواب بهینه     فرض کنید  .9 هیقض

  مسأله  مقدار بهینه   گاه ، آن       باشد. اگر    پارامتر 

 آن است.  جواب بهینه    ( و 74)

 توان نوشت:  می     ازای هر ، به   با توجه به بهینگی  اثبات:

∑            
       

   ∑             
         

 

∑            
       

    

 ∑               
         

  

∑                

∑           
    

∑                  

∑             

 

( با مقدار تابع هدف 74)  مسأله  جواب بهینه    دهد  که نشان می

     است.    

       ( معادله  74جای حل مسأله )توان به از قضیه فوق می

 شود. را حل کرد که برای این کار از روش نیوتن استفاده می

أله از مس   یک تقریب اولیه از مقدار تابع هدف    فرض کنید 

. با توجه به این که      طوری که ( باشد به74)
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را اختیار کرد. الگوریتم با شروع       توان  می             

را            یک دنباله اعداد مانند      از نقطه

محاسبه شده باشد و    است. چنانچه    یابد که همگرا به  می

صورت ایم. در غیر این گاه جواب بهینه را یافته آن        

 شود: لزوما روابط زیر حاصل می

         

∑            
        

    

∑                 

∑            

    

در نظر گرفته و      که عبارت سمت چپ نامساوی اخیر را برابر 

گردد. مراحل تا رسیدن به بهینگی ادامه  محاسبه می         

. توجه کنید حالتی که        یابد. واضح است که  می

 دهد.  گاه رخ نمی هیچ        

تکرار از روش نیوتن، مسأله    رادزیک ثابت کرد که در حداکثر

پس فاز دوم  [.57رسد] کمترین برش کسری به جواب بهینه می

تکرار دارد که در هر تکرار بایستی یک      حداکثر نیاز به 

  جای حل مسألهرا حل کرد. به      مسأله کمترین برش 

ماکزیمم   دوگان آن را یعنی مسأله  توان مسأله کمترین برش می

قابل حل است. بنابراین،         جریان را حل کرد که در زمان

شود. قابل توجه است  اجرا می       فاز دوم الگوریتم در زمان 

کند و در هر  که فاز اول الگوریتم از جستجوی دودویی استفاده می

کمترین برش دارد. بنابراین،   مرحله باز هم نیاز به حل یک مسأله

 است.                          پیچیدگی فاز اول برابر 

از حل      قدار بهینهبا م     در پایان فاز دوم یک جواب بهینه

شود. پس از آن، در سومین  کمترین برش کسری حاصل می  مسأله

ترین مسیر محاسبه  ممانعت ایمن  مسأله  فاز بایستی جواب بهینه

ازای ( به77ی ) وسیلهکه به    گردد. جواب بهینه مسأله همان

نیاز به  آید. بنابراین، فاز سوم فقط به دست می     و      

 زمان دارد. با این توضیحات قضیه زیر اثبات شده است.     

قابل        ترین مسیر در زمان  مسأله ممانعت ایمن :11 هیقض

 حل است.

 گیرینتیجه -1

در این مقاله یک نوع خاص از مسایل ممانعت شبکه با نام مسأله 

له ترین مسیر مورد بررسی قرار گرفت. این مسأ ممانعت ایمن

صورت یک شود. مسأله به کاربردهای نظامی زیادی را شامل می

بندی شد. همچنین الگوریتمی  سازی دو سطحی  فرمول مدل بهینه

ای برای حل آن پیشنهاد شد. امید است که بتوان  زمان چندجمله

های نظامی مربوط به  از نتایج حاصل از این مقاله در طراحی سامانه

 ره گرفت.مباحث مدیریت راهبردی به

  ]7[شده تنها در این مقاله و  با توجه به این که مسأله مطرح

توان مسأله را به  )مقاله دیگر نویسندگان( معرفی شده است، می

های پویا، مسایل چندهدفه و ...  های متعددی نظیر شبکه حالت

 گسترش داد. 
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