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 های فاصله متوازن یالی ظریفگراف

 *2یانئمهدی علا، ناز زینلوسحر                                                                        
 استاد  دانشکده ریاضی، دانشگاه علم و صنعت ایران -2، اسلامی، کرج، ایرانگروه ریاضی، واحد کرج، دانشگاه آزاد ، دانشجوی دکتری-1

  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

 چكیده

که بررای   طوریوجود داشته باشد به     نامیم، هرگاه یک عدد مثبت و صحیح مانندرا یک گراف فاصله متوازن یالی ظریف می Gگراف ناتهی 
( )   داشته باشیم:   Gدر     هر یال     ( )   vترر از رس  نزدیرک  uهایی است که بره رس   تعداد یال  ( )   طوری کههب .    

هرای فاصرله   هستند. در ایرن ماالره، ابتردا گرراف     uتر از رس  نزدیکv هایی است که به رس  تعداد یال  ( )  هستند و همچنین منظور از 
 ا بها . همچنین، سعی شده تا این خانواده از گرافگرفته استبرخی خصوصیات آنها مورد بررسی قرار سپس فی شده و متوازن یالی ظریف معر

 .شوندبندی ، رده      وجه به عدد ت

 اف،  قطر گراف،  گراف فاصله متوازن،  گراف فاصله متوازن یالی،  گراف فاصله متوازن یالی ظریف فاصله در گر :یدیکلهای واژه

 

   2مقدمه -2

  ئور مجموعه با همبند و ساده گراف یک  Gکه کنیم فرض
V(G) هاییال مجموعه و E(G) اگر. باشدu  و v گراف از رس  دو 

G ،بین فاصله گاهآن باشند u و v نمایش(   )    نماد با را 
 مسیر که ترینکوتاه در که است سیئور تعداد منظور که دهیممی
 دلخواه یال دو هر برای همچنین،. ] 7[ اند ، واقع شده vو u بین
       :کنیممی تعریف         و      مانند G در

   {  
 (    )   

 (    )}     
 (  )   

است  هایییال تعداد همان (    )    از منظورمان که طوریهب
 قرار (،   خود احتساب )با u و   بین مسیر ترینکوتاه در که
 هایییال تعداد ترتیب به( )    و  ( )   ،  ( )  ماادیر .دارند
 هایییال تعداد باشد، اندازه یک به  vو u از شانفاصله که است
که  هایییال تعداد و v رس  به تا ترندنزدیک u رس  به که است
 یال یک      یال اگر. هستند u رس  از نزدیکتر  vرس  به

 مانند منفی نا و صحیح عدد دو هر برای گاهآن باشد،G  از دلخواه
i , j :داریم  

  
 
 
( )       ( )    

 (    )       (    )     

    ظریف، یالی متوازن فاصله گراف تعریف توجه بهبا 
    

  گراف تحایق این در مطالعه مورد هایگراف تمام زیرا. ستا
    ، iمثلثی، برای هر نامساوی از استفاده با. اندساده

   هایمجموعه جزهب ،(       )
   (   )     

 (   ), 

  
   
 

 برخی اینجا در .هستند تهی هامجموعه بایه ،(   )

 
 alaeiyan@iust.ac .irرایانامه نویسنده پاسخگو: *

 :کنیممی یادآوری ،را گراف در ایپایه تعاریف

 برای اگر شود،می نامیده  (DB)متوازن فاصله گراف یک G گراف

 ترندنزدیک    به که رؤسی تعداد ،  در      دلخواه یال هر

باشد  برابر هم با  ،  تا ترندتزدیک   به که رؤسی تعداد با   به تا

]2-5 [. 

 گوییم، (NDB) ظریف متوازن فاصله گراف یک را   ناتهی گراف

      باشد داشته وجود    مانند نامنفی صحیح عدد یک هرگاه

    تعداد ،  در   و   مانند مجاور رس  دو هر برای که طوریهب

 دقیاا و   به تا است ترنزدیک   به که دارد وجود    در رس 

هستند    از ترنزدیک   به وجود دارد که   در رس     تعداد

]6 [. 

 ههرگا نامیممی  (EDB)یالی متوازن فاصله گراف یک را   گراف

     رس  به  که هایییال تعداد ،      دلخواه یال هر برای

 ترندنزدیک   رس  به که هایییال تعداد با    رس  تا ترندنزدیک

 گراف یک را   گراف دیگر، عبارت به. ] 1-0[ برابرند هم با ،  تا

 eه اگر برای هر یال دلخوا فاط و اگر گوییم یالی متوازن فاصله

( )            داشته باشیم:    ( ) 

 خصوصیات از برخی به تا شده سعی تحایق، این بعدی بخش رد 

شود بررسی  و شود پرداخته ظریف یالی متوازن فاصله هایگراف

 ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک شرایطی چه تحت که

 از هاخانواده برخی برای سوم، بخش در همچنین،. داشت خواهیم

 اثبات حکم زیر با آخر، در و شودثابت ارایه می فرمول هاگراف

 شد:



فند  الکترونیکی و سایبری ” پژوهشی -مجله علمی                                                                                                                                                36   “ پدا

 

  .کنیممی بندیرده را هاگراف ،       عدد به توجه

 یالی متوازن فاصله هایگراف خصوصیات -1

 ظریف

 متوازن فاصله هایگراف خواص برخی بررسی به بخش، این در

 ایم، در نظر گرفته گراف قطر عنوانبه را d وقتی ظریف، یالی

 .پردازیممی

  با ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G اگر :2-1قضیه 

 ،e  دلخواه یال هر  برای گاهآن .دباش  d قطر و     ( )  

 :داریم

∑     
      

 
 
(   )    ( )  (      ).           

باشد و  G در یک یال دلخواه     و    ( )   اگر   :اثبات

به سه   Gها در گرافبایه یال .فرض شودثابت  ،بعد از انتخاب

تر نزدیک uهایی که به رس  یال تمامشوند. مجموعه تاسیم می

   مجموعه هستند را در vاز رس  
 
   

دهیم. قرار می (   )

 u تر از رس نزدیک vهایی که به رس  دومین مجموعه، یال

     هستند که در
هایی قرار دارند. آخرین مجموعه یال (   ) 

   ) همه آنها دربه یک فاصله باشند که  vو u که از 
واقع     ) 

جایی در نظر بگیریم. از آن(   )       اند، برای هرشده

یک گراف فاصله متوازن یالی ظریف است، پس تعداد اعضا  Gکه 

 عدد ثابت  در مجموعه اول و دوم با هم برابر بوده و این

 . ] 3[ است و حکم ثابت شد       همان

یک  ی ظریفگراف فاصله متوازن یال هرذکر است که لازم به

برعکس گزاره فوق برقرار ولی  است همگراف فاصله متوازن یالی 

 یافتههای پترسن توسعهنیست. برای ارایِه مثال ناض، گراف

GP(7,2)  به  فاصله متوازن یالی است ولی یک گرافاست که

فاصله متوازن یالی ظریف  توان دید که یک گرافآسانی می

خواهد  د بررسی قرارهای آتی مورنیست که این مساله در بخش

 گرفت. 

 d قطر با ظریف یالی متوازن فاصله گراف راG  اگر: 1-1قضیه 

       آنگاه باشد، 
 
   . 

 در را                    صورتبه مسیری :اثبات

های این یال از ایدنباله همچنین. گیریممی نظر در G گراف

 طوریبه گیریممی نظر در               صورتبه گراف را

(     )    که  دلخواهی یال            رااکنون اگر.   

 یم:ارگاه دآن یریم،بگ نظر در G در

                     
( )    

 
. 

. باشد ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G اگر :3-1قضیه

 .ندارد معلق رس  G گاهآن

 در معلق رس  یک x کنیم فرض اگر. است خلف برهان به :اثبات

G ،کنیم فرض حال. 1=( )    پس باشد u  به مجاور رس x 

( )    که طوریبه باشد را در نظر      یال دلخواه  .   

( )   گاهآن ،گیریممی ( )    و    که با تعریف   

 . است تناقض در ظریف یالی متوازن فاصله گراف

 .نیست ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک درخت: 1-2لم

 حکم بدیهی است.  5-9با توجه به قضیه  :اثبات

 طوریبه باشد G گراف از مجاور رس  دو v و u کنید حال، فرض

 :داریم    ،   که

  ( )        ( )  (    )  و       

            ( )  (    )     . 

( )  آنگاه       اگر که است بدیهی      . 

 اگر باشد یالی متوازن فاصله گراف d قطر با  Gگراف: 4-1قضیه

 داشته باشیم:  G در  u , v مجاور رس  دو ایبر اگر فاط و

              
     ( )     ( )       

         
     ( )     ( )                    

 پس  باشد، یالی متوازن فاصله گراف یک G کنیم ضفر :اثبات

 :داریم، Gدر  u , v مجاور رس   دو هر برای

  ( )    ( ) . 

  :نوشت توانمی همچنین

   ( )             
        

 ( )          

 داریم:     هر برای

     
 ( )  (  ( )   ( ))   .  

                ( ) : ، داریم   هر  برای که 

    با محاسبات بیشتر خواهیم دید که:

              
 
   (   )  (  ( )      )  

             (  ( )     ( )) (  ( )    ( )). 
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                                                حال داریم:

  
 
   (   )  (  ( )      )                                     

                                                (  ( )     ( )) 

(  ( )    ( ))          

   ( )                              
   (   ( ) 

    ( )       ( )    ( ) )                                       

دست هب ، )  ) برای مشابهی نتیجه مشابه، استدلالی باهمچنین 

( )    که جاییآن ازآید. می  از ایمجموعه زیر یک  ( )   

 آنگاه است، ( )     ( )   و ( )     ( )  

  ( )  اگر  فاط و ، اگر ( )   

                 
      ( )     ( )  

                 
      ( )     ( ) . 

 .شد ثابت حکم

 Gگاه آن باشد، d قطر با منتظم گراف یک G اگر :9-1 قضیه

  یال هر برای اگر فاط و اکر است یالی متوازن فاصله گراف یک

 :داریم ، G  در     

    
      ( )     ( )   

    
      ( )     ( ) . 

 بدیهی است. 5-4از قضیه  :اثبات

 گراف یک Gباشد.  d=2قطر  با گراف یک Gاگر  :6-1 قضیه

 .باشد منتظم گراف یک G اگر فاط و اگر است یالی متوازن فاصله

 شود.حکم ثابت می 5-2و  5-4های اثبات: به کمک قضیه

 قطر با ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G اگر :7-1قضیه 

d 2  ،آنگاه باشد G آن داریم:   بر علاوه. است منتظم گراف یک

   ( )       .                                                    

 ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G کنیم می فرض :اثبات

 قضیه   بر بنا. هست یالی متوازن فاصله گراف Gیک  آنگاه باشد

6-5، G  وارد خللی برهان که بهبدون این. است منتظم گراف یک 

 :حالات زیر را در نظر گرفت توانیممی شود

   تنها تعریف، کمک به. فرض شود  d=1 اگر  :حالت اول

  ناتهی هایمجموعه
 
 
   ( و  ( )

  (e که جاییآن از. هستند 

 :پس است، ظریف یالی متوازن فاصله G گراف

|  
 
 ( )|  |  

 
 ( )|      ( )     

 . است برقرار رابطه تساوی

 ،G در      یال هر برای پس. باشد    اگر: دوم حالت

 :داریم

  ( )     
 
 
( )     

 
 
( )      

   داریم ،(   )     هر برای که طوریبه
 
   

( )     

    که است بدیهی. هستند تهی ها، مجموعه بایه و
 
  
( )  

   ( )  .است برقرار نامساوی  ،   

   داریم ،(   )     هر برای که طوریبه
 
   

( )     

    که است بدیهی. هستند تهی ها،مجموعه بایه و
 
  
( )  

   ( )  .است برقرار نامساوی  ،   

 پترسن هایگراف از توانمی. باشدنمی برقرار فوق قضیه عکس

 برد ناض نامعنوان مثال به  (   )  و  (   )  یافتهتوسعه

 .نیستند یالی متوازن فاصله ولی بوده منتظم هایگراف دو هر که

 از بعضی ظریف در یالی متوازن خاصیت فاصله -3

 هاگراف هایخانواده

 ها،گراف هایخانواده از برخی تا در شده سعی بخش، این در

نحوه  و      مثبت صحیح عدد یافتن برای دقیای فرمول

، اندبه یک فاصله   vو uهایی که از دو رس  تعداد یالمحاسبه 

 .شود ارایه

 های کاملخانواده گراف -3-2

را در       عدد    های کاملدر این بخش با کمک خواص گراف

 .یابیماین خانواده می

 گراف یک   گاهآن باشد، کامل گراف یک   اگر :2-3قضیه 

همچنین .         و است ظریف یالی متوازن فاصله

از فرمول  v و uالفاصله از دو رس  های متساویمجموع تعداد یال

 :آیددست میهزیر ب

∑     
       

 ( )  (   )(   )  . 

 و     گاهآن باشد،      اگر : اثبات

    ( )        

 منتظم گراف یک  باشد و  دلخواهی یال      کنیم فرض

 :باشد، آنگاه

   ( )    |  
 
 ( )|  |  

 
 ( )|  

   ( )           . 

 رس  دو از که هایییال تعداد ،5-7 در رابطه  قضیه گذاریجای با

حکم  .  (   )(   ) برابر است فاصله یک به   و  

 ثابت شد.
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 های دوبخشی:خانواده  گراف -3-1

 هایدر گراف    ابتدا به یافتن عدد ثابت  بعدی، قدم در

الفاصله را در این نوع های متساویکامل و تعداد یال دوبخشی

 .[78،77] دهیمگراف مورد بررسی قرار می

 آنگاه باشد،        کامل بخشی دو گراف یک   اگر :1-3 قضیه

. است         با ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک  

 این، برعلاوه

∑  
   

   
   

 
 
( )  (   )   

 با باشد منتظم -n گراف یک        کنیم فرض :اثبات

 اگر. است 5 گراف قطر و     ( )   ,    ( )  

 باید   و   آنگاه باشد،    گراف در دلخواهی یال هر     

 جدا مجموعه دو به  که باشند کامل بخشی دو گراف یک رس  دو

 پس:. اندمتعلق هم از

 |  
 
 ( )|  |  

 
 ( )|    

 
    . 

 سر دو از که هایییال تعداد ،5-7قضیه  در گذاریجای با باز هم

 است. حکم ثابت شد.   (   ) برابر  اندفاصله یک به e یال

با توجه به قضیه قبل، شرط کامل بودن گراف، شرط لازم است و  

اگر حذف شود گراف دو بخشی غیر منتظم بوده و شرایط فاصله 

 متوازن یالی ظریف را نخواهیم داشت.

 های دور خانواده گراف -3-3

 :کنیممی بررسی را رس  n روی دور هایگراف خانواده اکنون

رس ، باشد.   nروی دور گراف یک را G کنیم فرض  :3-3 قضیه

         یک گراف فاصله متوازن یالی ظریف با Gآنگاه 

، مجموع تعداد n بودن فرد یا بودن زوج برحسب همچنین .است

صورت زیر محاسبه به v و uالفاصله از دو رس  های متساوییال

 :شودمی

    
       

     یا      

  یال n و رس   nروی دور گراف یک        کنیم فرض اثبات:

. باشد   در دلخواهی یال هر       که کنیم فرض و باشد

 :افتدمی اتفاق حالت دو آنگاه

 دلخواهی فرد عدد هر        کنیم فرض: اول حالت

 یک G چون که داریم G در یال   جزهب (    )  آنگاه. باشد

   (    ) دقیاا پس است ظریف یالی متوازن فاصله گراف

 تعداد دقیاا وv  تا است ترنزدیک u به که داریم یال

. است u از ترنزدیک v به که دارد وجود یال   (    )

 :بنابراین

    
       

         
         

   

          

                                      نتیجه داریم: در
       

     . 

. باشد دلخواهی زوج عدد هر      کنیم فرض: دوم حالت

 که دارد جود و یال (    ) تعداد ،e دلخواه یال جزهب آنگاه

 پس است ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G گراف چون

و   vبه تا است ترنزدیک u به که داریم یال    (    ) دقیاا

  است. uاز  ترنزدیک v به که داریم یال    (    )همچنین 

 به نظر مورد رس  دو هر از که داریم یال یک فاط دیگر طرف از

 اثبات تمام است.   .         پس. باشد فاصله یک

 های چند بخشی خانواده گراف -3-4

 صورتبه که کامل بخشی چند هایگراف ابتدا روی این بخش، در

 این رئو  مجموعه. شودمی مطالعه شود،می داده نمایش     

 مجموعه هر در که هستند هم از جدا مجموعه p شامل هاگراف

 این در رس  دو هر مجاورت شرط و دارد وجود رس  تا  qفاط

مجددا، شرط . نباشند متعلق مجموعه یک به که است آن گراف

شود و در صورت حذف آن، کامل بودن شرط لازم محسوب می

متوازن یالی ظریف را گراف نامنتظم شده و شرایط گراف فاصله 

 .[75،79] تنخواهیم داش

 بخشی چند گراف یک را G=  .    گراف اگر :-4-3قضیه 

 ظریف متوازن فاصله گراف یک G گاهآن. کنیم فرض کامل
(   )     با  آن برعلاوه. است    

    
   |  

 
 ( )|   

    

  

  (     )    (   )       

 آید.دست میبه q روی استارا به حکم :اثبات

 بخشی p گراف یک        گاهآن.     کنیم فرض

 یال هر برای. بود خواهد 5 گراف قطر با منتظم -(    )

 :داریم     

   ( )    |  
 
 ( )|    

 
    

 
 
( ) 

    ( )     

 پس است ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G گراف نتیجه در

  ( )  یال سر دو از هایال بایه است     چون.      

e گراف در هایال تعداد که جاییآن از. اندفاصله یک به G برابر 

 خواهیم ،5-7قضیه  رابطه در دادن قرار با. است (   )  
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  | : داشت
 
 ( )|  کنیممی فرض اکنون          

 و کامل بخشی p گراف یک        آنگاه.    
 داریم:  ،بنابراین. است 9 قطر با منتظم (    )

 با که    (   )    ( )  . همچنین،        

 فرض اکنون، .حاصل خواهد شد نتیجه ،5-7استفاده از قضیه 

 qبرقرار باشد. حال، حکم را برای      برای حکم که کنیممی

 یک که است بدیهی باشد        گراف اگر. کنیمثابت می

 هم از جدا مجموعه pهر  در که است منتظم -(   )  گراف

 دلخواه یال یک      کنیممی فرض  .دارد رس  تا q دقیاا

 رس      جزهب  ،G در رئو  تمام با u رس  آنگاه. باشد   در

 پس. است مجاور هستند، مجموعه یک درu  با که

  
 

  (   )    در   در هایال باقی و است   
 قرار   

 .شد ثابت حکم. دارند

 یافتههعهای پترسن توسخانواده گراف -3-9

. پردازیممی یافتهتوسعه پترسن هایگراف معرفی به بخش، این در

               و مثبت و صحیح عدد     کنیم فرض

    :صورتبه GP(n,k) یافتهتوسعه پترسن گراف. است .     
  (  (   ))                     , 

 (  (   ))                
                         . 

 .شودمی تعریف

 یک گراف GP(n,1) یافتهتوسعه پترسن گراف :9-3 قضیه

 . .        اگر فاط و اگر است ظریف یالی متوازن فاصله

 گراف که است بدیهی شود، فرض      یا     اگر: اثبات

اگر  برعکس،. است یالی متوازن فاصله گراف یک نظر مورد

های از تعریف گراف استفاده با. گیریممی نظر در (   )    

 دور به متعلق هاییال (7: داریم یال نوع سه یافته،پترسن توسعه

 هاییال( 9 گراف، درونی دور به متعلق هاییال( 5 گراف، بیرونی

    های دور بیرونی به دور درونی را به هم وصل میانی که یال

 و اول دسته به متعلق هاییال گراف این در کنند. بدیهی استمی

 نظر در با را برهان که است کافی پس. هستند ایزومرف هم با دوم

 .دهیم می ادامه حالت دو گرفتن

 کنیممی فرض و باشد  دلخواهی فرد عدد     اگر: 7 حالت

( درونی) بیرونی دور به متعلق دلخواهی یال هر      که

 یک به   و   رس  دو از که دارند وجود یال دو فاط آنگاه. باشد

( درونی) بیرونی دور به متعلق رئو  این از یکی که هستند فاصله

 همیشه بنابراین،. است میانی هاییال به متعلق دیگری و بوده

    
   |  

 
 
( )| : داریم ،5-7از قضیه  استفاده با.   

 کنیممی فرض حال .حکم ثابت شد. .  (    )    

 موجود میانی هاییال تمام آنگاه. باشد میانی یال یک     

  پس .اندفاصله یک به v و u رس  دو از   جزه، ب  در

     
   |  

 
 
|  خواهیم ،5-7قضیه  کمک با دوباره     

 فاصله گراف یک G گراف که جاییآن از.        داشت

آمده دستهب مادار دو این باید پس باشد، ظریف یالی متوازن

 .     نتیجه در باشند، برابر باهم باید      برای

 اگر. بگیریم نظر در دلخواهی زوج عدد هر را     اگر: 5 حالت

 وجود یال دو آنگاه باشد،( درونی) بیرونی دور به متعلق      

 دور به متعلق دیگری و بیرونی دور به متعلق یکی که که دارد

 همواره پس. باشد فاصله یک بهv  و u رس  دو از و بوده درونی

    : داریم
       

: ، داریم5-7استفاده قضیه  با .    

 یال یک عنوانبه      یال سپس . .  (    )    

 به   و   رس  دو از   جزهب هایال تمام. گیریممی نظر در میانی

     پس. اندفاصله یک
       

 گذاریجای با مجدد.       

    :داریم ،5-7 از قضیه آمدهدستهدر رابطه ب
 

 جاییآن از    

       مادار دو است، ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G که

  آمده برای دستبه
 

 .     نتیجه در باشند، برابر باهم باید ،

 ظریف یالی متوازن فاصله هایگراف بندیرده -4

. است       برحسب هاگراف بندیرده اصلی هدف بخش، این در

های مهم و مطرح در این راستا، به تعداد زیادی از خانواده از گراف

 .[74] تپرداخته شده اس

       با یالی متوازن فاصله گراف یک G گراف :2-4قضیه

 :دهد رخ زیر حالات از یکی اگر فاط و اگر است

 ،J(3,1)   گرا ف جانسون    K3 کامل گراف(7

 C4  دور گراف(5

  کمک قضیه به. باشد G گراف قطر      کنیم فرض :اثبات

      رابطه ،5-5
 

. d≤2خواهیم داشت:  پس.    

 .     ,   : دهدمی رخ حالت دو ،بنابراین

. است کامل گراف یک G آنگاه باشد، فرض     اگر: اول حالت

 ،G در      دلخواه یال هر برای. است       نتیجه در

 :داریم

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|     

 که طوریهب دارند وجود ( )         مانند دیگر یال پس دو

مجاور  باهم که هستند فوق مجموعه دو اعضای تنها یال دو این

 حالت یعنی است رس  سه روی دور گراف یک G پس باشند.می

  K3 با که است گرافی هم J(3,1) گراف جانسون. شد ثابت اول

 .است ایزومرف
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  در این صورت  باشد Gگراف  قطر     کنیم فرض: دوم حالت

  نام به دیگری یال پس. نخواهند بود مجاور باهم موجود یال دو

 پس. است مجاور         با همزمان که دارد وجود ( )    

 . شد ثابت حکم. داریم رس  چهار روی دور گراف یک

 با ظریف یالی متوازن فاصله گراف یک G گراف :1-4 قضیه

 :دهد رخ زیر حالات از یکی اگر فاط و اگر است       

 ،J(4,1) جانسون گراف   K4 کامل گراف(7

 ، پلی-2 گراف    C5 دور گراف(5

 ،     بخشی دو کامل گراف(9

 .    دور گراف(4

   که حالتی برای را ممکن حالات ابتدا اثبات:
 

 ، مورد   

 به آنگاه باشد G گراف قطر      اگر. دهیممی قرار بررسی

       داریم 5-5کمک قضیه 
 

 d ≤3 ،بنابراین.    

 :کنیممی بررسی را ممکن حالات اکنون،. باشد

 روی کامل گراف یک G آنگاه شود، فرض    اگر: اول حالت

n  داریم 9-7 قضیه طبق بر سپس. است رس    
 

 از.     

  : داریم دیگر، طرف
 

    با مساوی قرار دادن دو مادار  ،  

  آمده برای دستهب
 

  را Gگراف  صورت این در. n=4 داریم 

 .گرفت نظر در   (   )    توانمی

 .دهدمی رخ حالت دو گاهآن شود فرض   5 حالت دوم: اگر

   اگر 
 
 
( )  را در نظر بگیریم.   

   که کنیممی فرض: 7 حالت زیر
 
 
( )   آنگاه.   

    
   |  

 
 
( )|  تعداد 5-7 قضیه گذاری در رابطهبا جای.   

     که جاییآن از. است 2 عدد  Gگراف در هایال
 

 است  

 همه  کهاین اول. گرفت نظر در را زیر فرضیه دو توانمی

  :جزهها بمجموعه

|  
 
 ( )|  |  

 
 ( )|    

  با و داریم رس  6 روی درخت یک ما آنگاه. هستند تهی بایه همه

نیست که یک  یالی متوازن فاصله گراف یک ،G گراف 1-2 لم

 هایه حالتفرضیه این است ک دومین. است تناقض

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|               و        

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|     

 هایمجموعه در هایال همه دانیممی. گیریممی نظر در را

  
 
 
   و ( )

 
 
 دور گراف یک پس. باشند مجاور باهم باید ( )

 .است پلی-2 گراف یک که  (  )رس  2 روی

    کنیم فرض: 5حالت زیر
 
 
( )   . 

 رس  6 روی دور گراف توانمی فاط شده،مطرح حالات با آنگاه

   که را در نظر گرفت،     ))
 

 قطر با که     اما. است   

 .است متناقض      گراف

    کنیم فرض:  9 حالت زیر
 
 
 :داریم آنگاه. .   ( )

   
 
 
( )     

 
 
 و    ( )

   
 
 
( )     

 
 
( )   . 

 یک که دارد گانه چند هاییال با گراف یک به فوق شرایط تحت

 است. تناقض

  5 حالت
 
 
( )     . 

  کنیم فرض: 7 حالت زیر

  
 
 
( )    و    

 
 
( )     

  |  کهآن اول فرض
 
 
( )|  |  

 
 
( )|  این در که باشد  

 .دهدمی رخ تناقض پس. است منتظم غیر نظر مورد گراف صورت

  کهآن دوم فرض

|  
 
 ( )|  |  

 
 ( )|  و                  

|  
 
 ( )|  |  

 
 
( )|    

 . است نامنتظم نظر مورد گراف هم باز که

  | کنیم فرض: 5 حالت زیر
 
 
( )|    و   

 
 
( )  اگر.   

 که طوریهب بگیریم نظر در G گراف در را      دلخواه یال

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|    

 توانمی همچنین. است منتظم غیر گراف یکG  گراف گاهآن

 :کرد فرض

|  
 
 ( )|  |  

 
 ( )| و                 

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|    

 متناقض که رسیممی گانهچند هاییال با گرافی به گاهآن. باشد

 .  است G گراف بودن ساده با

  | فرض کنیم: 9 حالت زیر
 
 
( )|     و   

 
 
( ) .  باشد   

  باشیم: داشته      مانند دلخواه یال هر برای اگر

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|  G در را دیگر متمایز یال دو آنگاه ،  

 به دیگر یال دو و هستند مجاور   رس  با که       صورتبه

  نظر در را مجاورند،   رس  با که دارند وجود        هاینام

( )    ،بنابراین. گیریممی     ( )   | چون .  
 
 
( )|    

دو  با     که دارد وجود            یال سه گیریممی نتیجه پس

 در و است مجاور     و    یال دو با     و بوده مجاور   ,    یال



      787                                                                                                     یانعلائ ی، مهدینلوسحر ناز زیف: ظر یالیفاصله متوازن  یهاگراف

 بودن منتظم ،بنابراین. باشد گانه چند یال یک باید       یال آخر

 گراف بودن یالی متوازن فاصله فرض با که است منتفی G گراف

G است متناقض. 

  | کنیم فرض: 4 حالت زیر
 
 
( )|    و   

 
 
( )  آنگاه.   

 تمام ،بنابراین. کنیممی اضافه    و    رس  دو بین یال یک

. است منتظم گراف پس. هستند 9 درجه دارای گراف در رئو 

 طوریهب داریم یال 6 رس  و 3 با گرافی شرایط این در ،بنابراین

 باید شود رعایت هم بودن منتظم شرایط کهآن برای که

 .باشد        

   کنیم فرض حال،
 
 
( )   | اگر ابتدا. باشد   

 
 ( )|    

 گراف شرایطی چنین برای ممکن حالت تنها. شود فرض

 :توان به راحتی دید کهمی گراف این در که. است (   )   

   
 
 
( )     

 
 
         و    ( )

  |  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|   | و   

 
 
( )| با   .است   

 d=3 شود. اگرناض میحکم اولیه  9-4و  5-1توجه به قضایای 

 :گرفت نظر در را زیر حالات توانمی آنگاه باشد،

  : اول حالت
 
 
( )   . 

 که کنیم فرض توانیممی. است       کهجاییآن از

  
 
 

     پس.   
      

 
 
 رخ حالت زیر دو پس.     ( )

 :دهدمی

 :کنیممی فرض ابتدا: 7 حالت زیر

   
 
 
( )     

 
 
 در موجود یال دو پس .باشد    ( )

 گراف یک فرضیه، این تحت ،بنابراین. مجاورند باهم مجموعه این

 بودن یالی متوازن فرض با تناقض که این یک وجود دارد نامنتظم

 است. G گراف

 :کنیممی فرض حال: 5 حالت زیر

   
 
 
( )     

 
 
            و    ( )

|  
 
 ( )|  |  

 
 ( )|    

 حال .داریم رس  6 روی دور گراف یک شرایط این در. باشند 

    کنیممی فرض
 
 
( )   |  ابتدا اگر. باشد  

 
 
( )|  در   

 رس  6 روی دور گراف یک مجددا فوق، شرایط با. بگیریم نظر

  .داریم

   : 5 حالت
 
 
  و     ( )

 
 
( )  کنیممی فرض ابتدا .   

  | که
 
 
( )|  |  

 
 
( )|  گراف یک شرایط این با. باشد   

 .  داشت خواهیم منتظمنا

 :کنیم فرض کهآن دوم

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )| و             

|  
 
 
( )|  |  

 
 
( )|   ، 

 درجه با رآ  دو و 9 درجه با رس  دو دارای که داریم گرافی پس

 نامنتظم گراف مجددا که داشت خواهیم 7 درجه با رس  دو و 5

. است ظریف یالی متوازن فاصله گراف فرض با متناقض که است

 شد. ثابت حکم

  یریگیجهنت -9

های فاصله متوازن یالی ظریف، ما پس از بیان تعریف گراف

ه این خاصیت را دارا هستند هایی کمتوجه شدیم که گراف

هایی که های جالب دیگری هم دارند. در ضمن تعداد گرافویژگی

تر، زیاد است. به عبارت سادهاند، با این تعریف مطابق بوده یا نبوده

های یک خانواده از شرایط فاصله متوازن یالی ظریف در کل گراف

ها باعث شد تا به بررسی بسیاری ءها صادق نبود. این استثناگراف

هایی با  بندی برای گرافضمنا رده از این شرایط ترغیب شویم.

نیاز به شرط دیگری دارد که در تحایاات بعدی انجام        

 .شده است
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