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  214pانتقالی غیر نرمال از مرتبه -گرافهای کیلی مکعبی یال
 *ئیانمهدی علا، زهرا صادری

 استاد، دانشگاه علم وصنعت ایران -2، دانشگاه آزاد اسلامی، کرج، ایران، دانشجوی دکتری، گروه ریاضی، واحد کرج -1
  (85/81/1930پذیرش:  52/80/1931)دریافت: 

 چکیده
 

تعریف شد. این تعریف دارای دو منبع اصلی تاریخی است. نظریه گراف ها و نظریه 1010در سال  گراف کیلی اولین بار توسط آرتور کیلی 

انتقالی )متقارن( و  -انتقالی،کمان  -انتقالی، یال –رأس گروه ها. بعد از آن مفاهیم مختلفی در این زمینه مطرح شد، از جمله مفاهیمی چون 

ی گراف به مجموعه رأس ها ، مجموعه یال ها، مجموعه کمان هاگراف روی  نرمال بودن گراف های کیلی، اگر گروه خودریختی هایهمچنین 

گراف کیلی   انتقالی و کمان انتقالی )متقارن( می نامیم. -انتقالی، یال –به ترتیب یک گراف رأس طور انتقالی عمل کند، آنگاه گراف را 

( , )X Cay G S ،نرمال نامیده می شود،  اگر  یک گراف( )R G  نمایش منظم راست(G) یک زیرگروه نرمال از گروه خود ریختی های ،

X .گراف کیلیباشد( , )X Cay G S  انتقالی نامیده می شود هرگاه  گروه خودریختی آن دارای یک زیرگروهی باشد که –نرمال یال 

انتقالی از  -در آن نرمال باشد. در این مقاله امکان وجود گراف های کیلی مکعبی یال Gروی یال ها به صورت انتقالی عمل کندو همچنین

 عدد اول است( pرا مورد بررسی قرار می دهیم. ) 214pمرتبه 

 

 انتقالی -، گراف کیلی نرمال، نرمال یالخود ریختی  گراف کیلی، گروه های :یدیکلهای واژه

  6مقدمه -6
یک گراف باشد، در این صورت مجموعه رأس ها  Xفرض کنید 

، مجموعه یال ها، مجموعه کمان ها و گروه خود ریختی های 

)را به ترتیب با نمادهای Xگراف )V X،( )E X ،  ( )A Xو

( )Aut Xنمایش می دهیم. اگر( )Aut X  روی( )V X،

( )E X و( )A Xانتقالی باشد، آنگاهX  را به ترتیب یک گراف

 م.انتقالی و کمان انتقالی )متقارن( می نامی -انتقالی، یال –رأس 

 Gیک زیرگروه ازSیک گروه متناهی باشدو Gفرض کنید 

نباشد. گراف  1Gیعنی  Gباشد به طوری که شامل عضو همانی

)کیلی   , )X Cay G S ،جهت داراست و داریم  یک گراف

( )V X G  و( ) { ( , ) , }E X g s g g G s S  . فرض کنید

g G  در این صورت جایگشت ،( )R g رویGبه صورت

x xg, x G یک  تعریف می شود که در این صورت

)نمایش  ) { ( ) }R G R g g G  منظم راستیک نمایشG  

)نامیده می شود،  )R G یک گروه جایگشتی یکریخت باG می

)باشد. گراف کیلی   , )X Cay G S ،نرمال نامیده  یک گراف

)می شود،  اگر  )R G  یک زیرگروه نرمال از گروه خود ،    
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  فقط  همبند است اگر وXباشدو همچنین  Xریختی های 

G.اگر   S  

 

,فرض کنید ( )u v V X در این صورت یک یال بین دو رأس

u  وvدرX  را به صورتuv نمایش می دهیم. تمام

)دررا با نماد uهمسایگی های  )XN u  نمایش می دهیم، به

 Xدر uطوری که یک مجموعه شامل تمام  رأسهای مجاور  

 می باشد.

به همراه نگاشت تصویرXرا یک پوشش برای گراف  Xگراف 

: X X  میگوییم هرگاه یک دو سویی: ( ) ( )p V X V X  

چنان موجود باشد به طوری که
( )| : ( ) ( )

X
N v XX

p N v N v 

)برای هر )v V X  1و( )v p v .یک نگاشت پوشا باشد 

)یک زیرگروه از گروه Nفرض کنید  )Aut X  باشد، به طوری

)رویNکه  )V X انتقالی باشد. گراف خارج قسمتی/X N 

)مدارها در  -Nاز گرافی است که مجموعه   )V X مجموعه

B,رأس های آن است و دو رأس  C در/X N  مجاورند

uاگر و تنها اگر  B  وv C چنان موجود باشند که

{ , } ( )u v E X. 

 -Kمنظم ) به همراه Xبرای گراف Xیک پوشش 
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از  Kپوشش ( نامیده می شود اگر یک زیر گروه نیم منظم مانند

)گروه خود ریختی های  )Aut X  چنان موجود باشد کهX با

X/یک گروه خارج قسمتی N یکریخت باشد و آن را با نمادh 

X/نمایش می دهیم.  نگاشت خارج قسمتی  X K  یک

یک گروه دوری یا آبلی Kمی باشد. اگر hو ترکیب از 

یک پوشش دوری یا آبلی مقدماتی ازXمقدماتی باشد، آنگاه 

X  می باشد و اگرXرویK  همبند باشد، آنگاهX یک

گروه تبدیل پوششی نامیده می شود. یک فیبر از یک رأس یا یک 

 می باشد.  یال یک پیش تصویر تحت

هر فیبر را به یک فیبر ببرد Xاز گراف خود ریختی اگر یک 

ظ فیبر است.یک تبدیل پوششی هر فیبر را به آنگاه گوییم حاف

حافظ فیبر  خود ریختی هایخودش می برد. مجموعه ی تمام 

 دهد که آن را گروه حافظ فیبر می نامیم. تشکیل یک گروه  می

1s، یک  Xکمان از گراف – sیک –  تایی مرتب

0 1( , ,..., )sv v v های  از رأسX1می باشد، به طوری کهiv   با

iv(1 )i s   1مجاور  است و 1. i iv v   یک  زیر گروه از

منظم نامیده می شود  -X  ،sگراف خود ریختی هایگروه 

به صورت منظم عمل  Xکمان ها ی  – sهرگاه روی مجموعه

انتقالی باشد –که یال Xکند.  می توان نشان داد که هر گراف 

انتقالی نباشد حتما دو بخشی است، به طوری که دو  –ولی رأس 

)قسمت از بخش ها یک مدار از )A Aut X  می باشند . علاوه

منظم باشد این دو قسمت دارای مرتبه مساوی  Xبر این، اگر

قالی نباشد را یک انت –انتقالی که رأس  -هستند. یک گراف یال

 متقارن می نامیم.  –گراف نیم 

)گراف  کیلی ثابت می شود که  ،]1[ درمقاله  , )X Cay G S 

)نرمال است اگر  )R G یک زیر گروه نرمال از گروه خود ریختی

 مفهوم نرمال بودن گراف های کیلی که درمقاله  باشد. Xهای 

 nKمعرفی شد بسیار مهم است، به عنوان مثال گراف کامل ] 1[

.نرمال است اگر و تنها اگر 4n   علاوه بر این هر گراف کیلی

 مقاله در یال انتقالی است. –انتقالی که نرمال باشد، نرمال  –یال 

این سوال بررسی شده است که : در مورد ساختار گراف  ] 5[

انتقالی  -انتقالی هستند ولی نرمال یال –های کیلی که یال 

 نیستند چه می توان گفت؟ 

جواب های خاصی ] 9-2[و همکارانش درمقالات  ئیان دکتر علا

برای  این سوال در مورد  گراف های خارج قسمتی برای گروه 

ئه داده از مرتبه حداکثر پنج و گروههای دووجهی اراهای آبلی 

انتقالی تعیین  –، گراف های دوری نرمال یال ]6[مقاله  اند. در

 -شده است. در این مقاله ما همه گراف های کیلی مکعبی یال

انتقالی نیستند را تعیین  –که نرمال یال  214pانتقالی از مرتبه

 کنیم.می

نتیجه اصلی در این مقاله به صورت زیر است:

انتقالی همبند   -. همه گرافهای  کیلی مکعبی یال6-6قضیه 

( , )X Cay G S  روی گروه ،G  همراه مجموعهS ، از

  عدد اول است( p) نرمال هستند. 214pمرتبه

  گزاره های کاربردی-2

 گزاره زیر یک گزاره مهم است: 

)فرض کنید ] 5[.  6-2 گزاره  , )X Cay G S یک گراف

 Xباشد. در این صورت Sبا مجموعه  Gکیلی از  گروه متناهی

)انتقالی است اگر و تنها اگر  -یک گراف نرمال یال , )Aut G S

غیر جهت دار باشد، در این   Xانتقالی باشد و اگر Sروی

لی غیر جهت دار است انتقا –یک گراف نرمال  یال Xصورت 

)اگر و تنها اگر , )Aut G S یا رویS  انتقالی باشد یا دارای دو

 باشد به طوری که یکی معکوس دیگری باشد. Sمدار در

 برای اثبات قضیه اصلی به گزاره های زیر نیاز داریم:

یک گراف مکعبی متقارن و  Xفرض کنید ]1[.  2-2 گزاره 

)همبند باشد به طوری که  )v V X و: ( )A Aut X در

1)این صورت یک 5)s   موجود است وX یک گرافs– 

منظم است به طوری که
  

12 .3s
v،A  12 .3sA X.

یک گراف مکعبی متقارن،  Xفرض کنید] 0[.  1-2 گزاره 

Gانتقالی از -یک زیر گروه کمان( )Aut X  وN یک زیر گروه

)دارای بیش از دو مدار رویNباشند. اگر Gنرمال از  )V X 

)روی Nباشد، آنگاه  )V X نیم منظم است وNX یک گراف

/A N –   .متقارن و بنابراین متقارن است 

پوشش همبند و  -nZیک Xفرض کنید  ]3 [. 4-2 گزاره 

13باشد، آنگاه  14Fانتقالی از گراف هیوود –یال  ... teekn p p

0kکه   1یاk 1وt  و اعدادip  ،1, .. . ,i t اعداد ،

ip(mod3)1اول متفاوت هستند، به طوری که   وX متقارن

)یک گراف کیلی نرمالاست و با  , )Cay G S .یکریخت است

کوپرایم باشد، در این صورت nبا  1علاوه بر این اگر 

2

2 7 1

14
, 1,n

p
G a b a b aba b D     و

1{ , , }tS b ba b a 2و( 1 0(mod7 ))t t n   وX 1- 

 .منظم است
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 6-6اثبات قضیه  -1

انتقالی  -همان طور که در قسمت اول دیدیم هر گراف کیلی یال

انتقالی است. بنابراین برای اثبات  –که نرمال باشد، نرمال  یال 

قضیه اصلی، کافی است گراف های کیلی مکعبی همبند غیر 

 را مشخص کنیم.214pنرمال از مرتبه 

)فرض کنید , )X Cay G S  انتقالی   -مکعبی یالگراف کیلی

.همبند باشد و  : ( )A Aut X در این صورتX  متقارن است

22:  داریم 5-5و با توجه به گزاره  .3.7.sA pبرای

1 5s   ابتدا نشان می دهیم که .A یک سیلوp–  زیر

22گروه p  5-5نرمال دارد. با توجه به گزاره ،X  ،s-  منظم

1است برای 5s   12و . 3s
vA  ،بنابراین .

1 22 .3 2 .3.7.s sA X p مرجع در 5-9و با توجه به لم       

13pبرای یک عدد اول ] 18[   چون ،X مکعبی و همبند

2pیک Xاست، 
Z– 2پوشش یا

pZ –  پوشش منظم از گراف

روی کمان ها Xهیوود است، به طوری که گروه حافظ فیبر از 

 انتقالی است. 

2برای 
pZ– گرافی ] 5[مرجع  از 2پوشش ها، با توجه به قضیه

2pکه مد نظر است وجود ندارد. برای 
Z–  پوشش ها، فرض کنید

.که  : ( )AC P بنابراینP C. 

Pاگر  C:  در این صورت
( 1)/ ( ) p pA P Aut P Z     و

/A P آبلی است. بنابراین/A P رویPXو در  انتقالی است

 در مرجع 1-5انتقالی نیز می باشد. با توجه به گزاره  -نتیجه رأس

]15 [ ،/A P روی( )V Xمنظم است. اما/ 14A P   در نتیجه
214A p  ، 

Pنتیجه می گیریم کهکه این یک تناقض است . بنابراین  C . 

N/فرض کنید  Pاز  مینیمال  یک زیرگروه نرمال/A P

/باشد بطوری که /N P C P،  در این صورت داریم

/ ... tN P K K K K     کهK  یک گروه آبلی یا یک

آبلی نباشد، از  Kگروه ساده غیر آبلی است. فرض کنید

آنجا که هرگروه ساده غیر آبلی دارای سه عدد اول است، 

بنابراین
 

/N P دارای یک فاکتور ازK است. این یعنی

1t  بنابراین ./N P K اگریک گروه ساده غیر آبلی است .

7P  32آنگاه 7X    0 [ در مرجع 1 -1 با توجه به قضیهو [ ،

X .نرمال است 

7pاگر   با توجه به لم شور
1N N موجود است به طوری ای

که 
1N P N  1. بنابراینNدرN  نرمال است و در نتیجه

1NدرA  1نرمال است و بنابراینN یک زیر گروه ساده غیر

داریم: ] 18[ در مرجع 5-9آبلی است. با توجه به لم 

1 (2,3)N PSLیا
1 (2,7)N PSLبه طوری که در هر دو مورد ،

1N   1بیشتر از دو مدار دارد. چونNدرA  نرمال است، با توجه
)روی  1N،   9-5به گزاره  )V X نیم منظم است که این یک

N/تناقض است. چون  P  یک گروه آبلی مقدماتی است ، پس
)روی )PV X  ( و بنابراین 9-5نیم منظم است )گزاره

2/N P Z 
یا

7/N P Z. 

اگر 
2/N P Zداریم 9-5 در این صورت با توجه به گزاره

7NX   رأس  1که این یک تناقض است ، زیرا گراف مکعبی با
وجود ندارد. بنابراین

7/N P Z در این صورت .
7N Z P  و

N C  فرض کنید .
7:H Zدر اینصورتH N A  بنابراین

H A 9-5. با توجه به گزاره  ،X یکH–  پوشش از گرافی

22از مرتبه p  است به طوری که/A HرویNX  کمان

22انتقالی است. برای مرتبه p درمرجع  1-5، با توجه به گزاره 
22، دو گراف  کیلی متقارن موجود است که یکی روی]19[ p

D 

1- منظم است و نرمال نیز می باشد و دیگری یک گراف روی

22از مرتبه  Gگروه pبطوری که سیلو  می باشدp–  زیر گروه
 های آن دوری نیستند. بنابراین داریم:       

22
/ ( ( , )) ( )

p
A H Aut Cay D S Aut H  . 

می باشد،   Gدارای یک زیر گروه نرمال مانند  Aدرنتیجه
G/به طوری که  H  روی( )HV X منظم است. یعنی

22
. /

p
G H D بنابراینG روی( )V X منظم است و

( , )X Cay G S3، به طوری کهS   وS دارای دو عنصر
نرمال است  Xنرمال است، پس AدرGاست. چون  5از مرتبه 

)و , )Aut G S رویS  انتقالی است. بنابراین همه عناصرS دارای
توسط سه  Gهمبند است پسXمی باشند. چون  5مرتبه 

هستند، تولید می شود. داریم 5که از مرتبه Sعنصراز 

22
/

p
G H D ،  بنابراین چونH C ، پس

214 p
G Dیا

214
.

p
G D H . 

214اگر 
.

p
G D H ، تولید  5چون توسط  یک عنصر از مرتبه

،  1-5نشده است پس یک تناقض است. بنابراین با توجه به گزاره 

214
( , )

p
X Cay D Sنرمال است و همه عناصرS  5دارای مرتبه 

2یکی از ریشه های معادلهkهستند.  1 0  X X  در

27 p
Z می باشد اگر وتنها اگرk27یک عنصر از



p
Z  باشد، به

)طوری که  ) 3o k  اما .
2 6 ( 1)7


  p pp

Z Z Z  و

1بنابراین،  0(mod3) p 13. اگرp  در  1-9، با توجه به لم
56منظم است و -5X، ] 18[ مرجع , 686X F B F  9یا

X-  56منظم است وX F C که با استفاده از نرم افزار ماگما ،
 کیلی نیستند.، ] 11 [
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 نتیجه گیری  -5

   هر گراف کیلی  در این مقاله ابتدا به این نکته توجه شد که

انتقالی است. بنابراین  –انتقالی که نرمال باشد، نرمال  یال  -یال

برای اثبات قضیه اصلی، کافی بود که گراف های کیلی مکعبی 

را مشخص کنیم. برای این 214pهمبند غیر نرمال از مرتبه 

بررسی های لازم را انجام دادیم  pمنظور روی مقادیر مختلف  

همه گرافهای  کیلی مکعبی  که نهایتا به این نتیجه رسیدیم که

)انتقالی همبند   -یال , )X Cay G S  روی گروه ،G  همراه

  نرمال هستند. 214pاز مرتبه، Sمجموعه 
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