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  تأخیریی کنترل بهینه کسر مسألههرمیت و در حل ها  کاربرد آنتوابع کاردینال 

 *2یدالله اردوخانی ،1سادات یوسفیفائزه

 )س(علوم ریاضی، دانشگاه الزهرادانشکده استاد  -2  )س( دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه الزهرا دانشجوی دکتری -1
  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

  چكیده

-انتگرال کسرری از نر ر رینرا     .است شده ارائه یدر زمان تأخیر کسری با بهینه کنترل مسأله حل برای جدید عددی روش یک مقاله، این در
سرتااده  ت ابرع ا  بررای تقریر    پایره  ت ابرع  عن ا به کاردینال هرمیت ت ابع از روش، این در .ش د کسری از ن ر کاپ ت  بیا  میلی ویل و مشتق 

برریم. در   کار مری  هبهینه ب کنترل مسأله حل برایرا  ها آ  و آوریم می دستبه را یتأخیر و انتگرال کسری عنلیاتی ماتریس کنیم. در ادامه، می
 دست آورد.هرا ب مسألهج اب  ،نی تن یتکرار روش از استااده ت ا  با می که ش د منجر می جبری معادلات سیستم به م رد مطالعه مسألهنهایت 

 ت ابع کاردینال هرمیتماتریس عنلیاتی، ی، تأخیربهینه کسری  کنترل مسأله :یدیکلهای واژه

   مقدمه -0

 اعرم از  کسرری  محاسربات  م ضر ر  گذشرته،  دهه چند ط ل در

 یهرا  پدیده از بسیاری ت صیف در ها انتگرال و مشتقات یها نظریه

 ،]5[ پزشرکی  ،]7[ یکی ژهرای هیردرول   مدل مانند واقعی زندگی

 مرالی  امر ر  ،]4[ دینرامیکی  سرازی  مدل ،]9[ حرارت انتقال مدل

 ساخت رو،این وج د آمده است. ازهب ]6[ م ت ر و دما کنترل، ]2[

 معادلات مختلف ان ار حل برای جدید عددی و تحلیلی های روش

مهرم در   م ضر ر  یرک  بره ، کسری و معادلات انتگرال دیارانسیل

 شده است. تبدیل آنالیز عددی 

ت سر   شامل شررایطی هسرتند کره    کسری  ینهکنترل به سائلم

 شر ند. هناننرد    یم ظاهر یانتگرال کسر یا یارانسیلد عنلگرهای

 یهرا  راه حل مسائلاین  بسیاری از ی،معادلات کسرمختلف ان ار 

 یهرا  کررد  روش  یردا پ یرل، دل ینهنر  به. ندارند یقو دق یلیتحل

به  لئاسماین از  یحل ان ار مختلا یبرا با دقت بالاو  یق  یعدد

 .است شده یلتبدفعال  یقتحق یک

 ینهکنترل به سائلم برای کلی فرم ل و یک حل راه اولین بار یک

 عرددی  مسرتقیم  روش[ 0] در مرجرع  .شد معرفی[ 1] در یکسر

 یبررا   یبعد یک یستمس یک[ 3] در .ه شدداد ارائه آ  حل برای

 مرجرع   در ارائره شرده اسرت.   ت ابع خاص حل با استااده از روش 

 کار رفته است.   روش گارکین برای حل آ  به ]4[

 بهینره  کنتررل  مسرأله ، کسرری  بهینه کنترلیکی از ان ار مسائل 

. باشرد  مری دارای کاربردهای مهنری  است که  زمانی تأخیر کسری

 هررای سیسررتم شررینیایی، فراینرردهای در تررأخیرطرر ر ملررال هبرر

 رخ مرتر   طر ر  بره  [78]های حنرل ونقرل    سیستم ،الکترونیکی

و یرا ترابع    وضرعیت در ترابع   مسرأله در  ترأخیر نن د این  .دهد می

 ظاهر می گردد.کنترل 

 ]77[در ارائه شده اسرت.  های مختلای  روش مسألهاین برای حل 

حررل شررده اسررت.  مسررألههررای چنررد جنلرره ای ل انرردر  بررا پایرره

هرا   م جرک پایره  برر   با ارائه روشری   ]79[و  ]75[ در ن یسندگا 

برا اسرتااده از    ]74[ در مرجرع  .نرد ادست آوردههج اب مناسبی ب

با استااده از ت ابع برنشتاین به حل  ]72[ درو ای ب باکر ت ابع پایه

 .ته شده استی پرداختأخیرکنترل بهینه کسری  مسأله

       ]76[ ت ابرع کاردینرال هرمیرت   مرا بره معرفری     ،حاضرر  مقالهدر 

: است زیر شرح به مقالهختار اس که پردازیم عن ا  ت ابع پایه میبه

 را تهرمیر  کاردینرال حساب کسرری و ت ابرع    ماه م ،5 بخش در

ارائره   را انتگررال  و یتأخیر عنلیاتی یها ماتریس و کنیم میبیا  

برا اسرتااده از ت ابرع      مسرأله فراینرد حرل    ،9 بخش در. دهیم می

، بررا ارائرره 4. در بخررش شرر د مرریداده نشررا  کاردینررال هرمیررت 

 . دهیم میم رد بررسی قرار را  عددی روش کارایی، ییها ملال
 

  تعاریف -2

 حساب کسریمقدماتی در  - 2-0

صر رت زیرر تعریرف    یل بره ولی  -انتگرال کسری رینا  .7تعریف 

  :]71[ گردد می
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       nو برای. مشتق کسری کاپ ت  از مرتبه 5 تعریف

 :]71[ ش د میتعریف  ص رت زیربه
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 :]71[ استهای زیر  مشتق کاپ ت  دارای وی گی
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d) 0D c  , 

 یک عدد ثابت است. c ،که در آ 

  توابع کاردینال هرمیت -2-2

ابع کاردینال هرمیت است که به  ان ار ت ابع کاردینال، تیکی از 

 :]76[ گردد زیر تعریف می م لاه ای چهارص رت 
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 زیر هستند: خاصیتاین ت ابع دارای 

 باشد: m اگر
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 با [0,1]ت ابع کاردینال هرمیت در فاصله  از مقاله مادر این 

 : ]70[ کنیم زیر استااده میتغییر متغیر 

, ( ) (2 ),      1,..,4,  0,..,2M M

m k mt t k m k      

حال  دلخ اه است. ملبت یحعدد صح ریک مقدا M ، در آکه 

)بردار  )t کنیم: میزیر تعریف ص رت  را به 

 

 

 :کنیم تعریف می را زیر ضربحاصل انتگرال اکن  
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0
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  (7  )  

 از مرتبهسه قطری بل کی  عددی یک ماتریس A،که در آ 

(2 1)4 (2 1)4M M    .های  هنچنین ماتریساست  

, 1,...,2 1M

iR i   و, ,R G H 4از مرتبه و  نیز بل کی 4 

 هستند.

 تقریب تابع -2-3

f[0,1]2تابع L  ص رت بهت ابع کاردینال هرمیت استااده از با

 ش د: میبس  داده زیر 
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2)4بردارضرای  مجه ل از مرتبه  Cکه در آ ،  1)M  و  است 

, با استااده از ضرب داخلی     دست ه ب ف قبرای رابطه

  آوریم: می
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)یترأخیر هنچنین تابع  )i t      را برا ت ابرع کاردینرال هرمیرت
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W t W W W W W W t

W t

K t K K K K K K t

K t

G t G G G G G G t

G t

























 

(6)10 11 40 41 212 42

2

( ) [ , ,..., ,...., , ,..., ] ( )

       ( ).

M M

T

T

Z t Z Z Z Z Z Z t

Z t








  

 :دهیم بس  میی را تأخیر وضعیتدر ادامه بردار 

( ), 0 ,
( )

( ), ,f

t t
X t

X t t t

  


 

  
  

  
 

 داریم: وضعیتبرای بردار ( 4)ی تأخیرتریس با استااده از ما

1 1

1 1

( ) , 0 ,
( )

ˆ( ) , .

T

T

f

t E t
X t

t D X t t

 


 

  
  

 

(1                      )

  

 داریم: یتأخیربرای بردار کنترل  شابهمط ر به

2 2

2 2

( ) , 0 ,
( )

ˆ( ) , ,

T

T

f

t E t
U t

t D U t t

 


 

  
  

 
 (0)                           

 که در آ :

1 2
ˆ ˆ , .n mD I D D I D      

ضرب دو بردار کاردینال هرمیت را به شکل ، Vبرای بردار دلخ اه

ضررب  حاصل عنلیاتی ماتریس  Vآ   که در زنیم میزیر تقریبی 

 :می کند ءنقش مهنی ایاا مسألهحل در  باشد و می

1( ) ( ) ( ) ,       1,2.T T T

i iV t t t V i       (3         )           

         

دسررت هبرر( 3و ) (6), (2) هررای رابطررهدر نهایررت بررا اسررتااده از 

 :وریمآ می

1 1 1

2 2 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

T T T T

T T T T

W t X t W t t X t W X

G t U t G t t U t G U

  

  

 

 

(78         )
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برا اسرتااده از   ی ترأخیر وضرعیت  برای ( 78)در ادامه مانند رابطه 

 داریم:( 1)رابطه 

1 1 1

1 1 1 1 1

ˆ( ) , 0 ,
( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) , ,

T T T

T T T T T T

f

t P K E t
I K s X s

t SK E t P K D X t t


 


  

  
  

  

 

(77) 

1،که در آ 

11

0

( )1
( )

( ) ( )

T

Ts
ds t S

t s








 


    یک تقری  بررای

و  استکسری انتگرال 
1
ˆ

nP I P     مراتریس عنلیراتی انتگررال

 داریم:برای بردار کنترل هنچنین  است.کسری 

1 2 2

1 2 1 2 2

ˆ( ) , 0 ,
( ) ( )

ˆ ˆ( ) ( ) , ,

T T T

T T T T T T

f

t P Z E t
I Z s U s

t MZ E t P Z D U t t


 


  

  
  

  

 

(75) 

،که در آ  
2
ˆ

mP I P تگرالانعنلیاتی  های ماتریس 

و است  مسألهدر ابعاد  کسری

2

11

0

( )1
( )

( ) ( )

T

Ts
ds t M

t s








 


   تقری  نیز هنانند قبل

 باشد. میانتگرال 

بره   مسأله مشتق کسری با اعنال انتگرال کسری  در شرط اکن  

 رسیم: می (79)رابطه 

( ) (0) ( ( ) ( ) ( ) ( )
           ( ) ( ) ( ) ( )),      0 . f

X t X I W t X t K t X t
G t U t Z t U t t t

 


   
     (79)  

(0)1در نظر گرفتن  باحال  ( )TX t F  وابر  جایگذاری رو با 

 داریم: (79)در رابطه  (75-6)

1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

1 1 2 2

1 2 1

ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )
ˆ ˆ                         ( ) ( )

ˆ ˆ                        ( ) ( )

                        ( ) (

T T T T T T T T

T T T T T T

T T T T T T

T T T

t X t F t P W X t P K E

t SK E t P K D X

t P G U t P Z E

t MZ E t

   

 

 

 

  

 

 

  2 2
ˆ ˆ) .T T TP Z D U

  

 لذا داریم: 

 

1 1 1 1 1

1 2 2

2 2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ( )
ˆ ˆ ˆ       + ( )

ˆ      + 0.                              
     

T T T T T T T

T T T T T T

T T T

B F I P W P K D X P K E

SK E P G P Z D U

P Z E MZ E

      

 

  14
 

در ترابع  ( 2)شرده   یمعرفر  های ی تقر یگزینیبا جا ین،علاوه بر ا

 :آید میدست ه، بینههز

1 1

1 1
0

2 2
0

1
( ) ( )

2
1

       ( ) ( ) ( )
2
1

       ( ) ( ) ( ) .
2

f

f

T T

f f

t
T T

t
T T

J X t N t X

X t Q t t dt X

U t R t t dt U

 

 

 

 

  
  

 
  





 

 مسرأله به یک ی تأخیرکنترل بهینه کسری  مسألهدر حال حاضر 

هدف  ،طبق آنچه ذکر شد ،بهینه سازی تبدیل شده است. بنابراین

 حداقلکه رابطه زیر را ط ری هاست ب Uو Xضرای یافتن بردار 

 کند:

* ( , , ) ( , ) ,TJ X U J X U B    

دسرت آورد   هاسرت. بررای بر    بردار ضرای  لاگران   ،که در آ 

را با استااده  معادلات جبری زیررابطه ف ق بایستی سیستم پاسخ 

 حل کنیم:نی تن  یاز روش تکرار

*

*

*

( , , ) 0,

( , , ) 0,

( , , ) 0.

J X U
X

J X U
U

J X U



















  

)اگر ، در حالت خاص )Q t k و( )R t k   بعرد   عردد ثابرت و

1Mمسررأله  N   باشررد، تررابع هزینرره برره شررکل زیررر ظرراهر

 گردد: می

0

0

1
( ) ( ) ( ) ( )

2 2

     + ( ) ( ) .
2

f

f

t
T T T T

f f

t
T T

k
J X t N t X X t t dt X

k
U t t dt U

   

 

  
  

  
  





 داریم:( 7که با استااده از رابطه )

1
( ) ( )  .

2 2 2

T T T T

f f

k k
J X t N t X X AX U AU 


    

  ها مثال -4
 وضعیتخیری در تابع أبا شرای  ت له کنترل بهینه زیرأمس .7ملال

 :]73[گیریم  میدر نظر را و کنترل 

1

2 2

0

1 1
min  ( ) ( ) ,

2 2
J x t u t dt

 
  

 


 
 با شرای 

1 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

3 2 3
D x t x t x t u t u t         
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1
( ) 1,     - 0,

3

2
( ) 0,     - 0.

3

x t t

u t t

  

  

  

) که در آ  ) 1t   و( ) 0t  وضعیتدر ابتدا تابع باشد.  می 

دهریم و   مری   و تابع کنترل را برا ت ابرع کاردینرال هرمیرت بسر     

1را برررای مقررادیر  یتررأخیرمرراتریس عنلیرراتی 

3
   2و

3
  

 :آوریم میبدست 

1

3

2

3

1
( ) ( ),

3
2

( ) ( ),
3

t D t

t D t

 

 

 

  

 داریم: (77)با استااده از رابطه 

1

1

3

1
( ), 0 ,

31
( )

13
( ) ( ), 1.

3

T

T T

E P t t

I x s ds

M P t X D P t t





 


 


  

   
 

 در بردار کنترل داریم: تأخیرهنانند تقری  ف ق برای 

2

3

2
0, 0 ,

32
( )

23
( ), 1.

3

T

t

I u s ds

U D P t t






 


  

  


 

شرط زیر را برای ( 74و رابطه )حال با استااده از رواب  بالا 

 :آوریم میهزینه بدست تابع   مینینم کرد 

1 2

3 3

1

1
( ) ( )

2

       ( ).

T T

T T T

B X I P D P U P D P

E P F M P

     

 

  

 :استزیر در نهایت تابع هزینه به شکل 

1

3

2 1

3

1 1
* [ ] [ ( )

2 2
1

       ( ) ( )]
2

T T T

T T T T

J X AX U AU X I P D P

U P D P E P F M P

    

    

 

1بررای   مقدار تقریبی ترابع هزینره  .    و براM=1 وM=2   در

در  ی ارائرره شرردههررا بررا روشو ننررایش داده شررده  (7)جرردول 

 نیرز  (5)در جدول مقایسه شده است. هنچنین  ]73،79،75،77[

0.8برای مسألهپاسخ    و باM=1 و M=0   و نشا  داده شرده

   است.مقایسه شده  ]77و  79[ی ها با روش

1برای  Jمقدار تقریبی  (:0)جدول   7در ملال 

 J ها روش

 [73]روش 

M=2 

M=6 

 

8/91977529 

8/91977547 

 [75روش ]

M=2 

M=6 

 

8/7832 

8/7851 

 8/91977564 [79روش ]

 8/87427 [77روش ]

 حاضرروش 

M=7 

M=5 

 

8/85296485 

8/87579017 

 

0.8برای  Jمقدارتقریبی  (:2)جدول   7در ملال 

 J ها روش

[79روش ]  

M=9 

M=6 

 

8/9227537 

8/9227702 

[77روش ]  8/85902 

 روش حاضر

              M=8 

M=7 

 

8/7817952 

8/8095874 

 

کنتررل را  و ترابع   وضرعیت ترابع   یمخ اه میدر این ملال . 5لال م

 :]58[که عنلکرد تابع هدف یمکن یداپط ری 

1

2 2

0

1
[ ( ) ( )] ,

2
J x t u t dt   

 با شرای :

1 2
( ) ( ) ( ) ( ),        0 1

2 3

(0) 1,      

2
( ) 0,       - 0.

3

D x t x t u t u t t

x

u t t

       



  

 

 .رساندبا به حداقل ر
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آوریررم: دسررت مرریهخیری را بررأعنلیرراتی ترردر ابترردا مرراتریس 

2

3

2
( ) ( ).

3
t D t     

 خیری داریم:أبرای بردار کنترل ت( 75)با استااده از رابطه 

2

3

2
0, 0 ,

32
( )

23
( ), 1.

3

T

t

I u s ds

U D P t t






 


  

  


  

صر رت زیرر   کنینه کرد  تابع هزینره بره  ( برای 74رابطه ) اکن  

 آید: دست می هب

2

3

1
( ) ( ).

2

T TB F X I P U P D P        

(0)،که در آ  1 ( )TX F t  وP  ماتریس عنلیاتی انتگرال

 گردد: تابع هزینه نیز به شکل زیر حاصل میباشد.  کسری می

 
2

3

1
* [ ] [ ( )

2
1

       + ( ) ].
2

T T T

T

J X AX U AU X I P

U P D P F

    

 
  

نشرا  داده شرده    (9)در جدول  Jآمده برای مقادیر دست هایج بنت

  است.

1برای  Jمقدار تقریبی  (:3)جدول    5درملال 

 J ها روش
 [58]روش 

         M=4 

M=2 

M=6 

 

8/732434993796 

8/732434993796 

8/732434993796 

 روش حاضر

M=7 

M=5 

M=9 

 

8/891037647997 

8/895333903902 

8/850627230155 
 

1برای  Jمقدار تقریبی  (:4)جدول   9در ملال 

 J ها روش

 7/64101473 [79روش ]

 8/9840 [75روش ]

 8/4151464 [77روش ]

 8/8682469 روش حاضر

0.9برای  Jمقدار تقریبی  (:1)جدول   9در ملال 

 J ها روش

 7/6540102 [79روش ]

 8/2857388 [77روش ]

 8/588847 روش حاضر
 

 :]79[که تابعیابیم  میو کنترل را ط ری  وضعیت. تابع 9لالم

2

2 2

0

1
 J= ( ( ) ( ) ) ,

2
u t x t dt   

 :با شرای 

( ) ( ) ( 1),     0 2,0 1,

( ) 1,    -1 t <0,

D x t u t x t t

x t

       

 
 

2tتغییرر متغیرر   برا در این ملرال ابتردا   حداقل گردد.  s    برازه

ف ق به شکل  مسأله. بنابراین انتقال می دهیم [0,1]را به  [0,2]

 گردد: میزیر بازن یسی 

1

2 2

0

 J= ( ( ) ( ) ) ,u s x s ds  

 :با شرای 

1
( ) 2( ( ) ( )),     0 1,  0 1,

2

1
( ) 1,    - 0,

2

D x s u s x s s

x s s

       

  

 

1آمده برایدستهنتایج ب  0.9 و (4)در جدول   در

0.7و  (2)جدول    با نشا  داده شده است.  (6)در جدول

دینال هرمیت با سایر راکآمده با ت ابع دستهمقایسه نتایج ب

 دقتدارای آمده دستهرسیم که پاسخ ب میبه این نتیجه  ها روش

 مناسبی است.

0.7برای  Jمقدار تقریبی  (:6)جدول   9 در ملال 

 J ها روش

 7/2273023 [79روش ]

 8/897881 روش حاضر

  یریگیجهنت -1

حرل   یبررا  با تقری  مناس روش کارآمد و  یکدر مقاله حاضر، 

ارائره   یترأخیر کسرری   ینهکنترل بهمسائل گسترده از  گروه یک

 یره عنر ا  پا بره  ت ابرع کاردینرال هرمیرت   برای حل از شده است. 

هنرراه برا    کسرری  انتگررال  یراتی عنل یس. مراتر یماستااده کرده ا

کسرری   ینره کنترل بهمسأله حل  یبرا یتأخیر یاتیعنل یسماتر

 یرک بره   مسأله، ها با استااده از آ  که شده استاستااده  یتأخیر

 از آمرده  دسرت هب نتایجش د.  می تبدیل یمجن عه معادلات جبر

  که روش کارآمد است. دهدمی نشا  ها ملال در شده ارائه روش
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