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فابریزیو  با به کار   -محاسبات پایدار برای حل معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری با مشتق کاپوتو 

  های منطقی  برداری مقدار بردن توابع پایه شعاعی مسطح و تقریب

 2بهشید فخرکاظمی، *1حسین جعفری

 دانشگاه مازندران، دانشجوی دکتری -2استاد،  -1
  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

  چكیده

باشد. واضح است که  روش  هدف از این مقاله یافتن جواب عددی معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری با دقت بالا به کمک توابع پایه شعاعی می

های زیادی برای غلبه بر این بد وضعی  باشد. تاکنون روش مسطح به طور شدیدی بدوضع میعددی مستقیم با استفاده از توابع پایه شعاعی 

های منطقی برداری مقدار را برای حل عددی معادلات دیفرانسیل کسری با  در اینجا روش توابع پایه شعاعی مبتنی بر تقریب .است  بیان شده

 رود. ایدار به راحتی و با دقت برای همه انواع توابع پایه شعاعی به کار میبریم. این الگوریتم پ کار میفابریزیو به -مشتق کاپوتو

 

فابریزیو، تقریب منطقی برداری مقدار، توابع پایه  -معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری، مشتق مرتبه کسری کاپوتو :هاکلید واژه

 RBF_RA شعاعی، روش 

 4مقدمه -4
امروزه پیدا کردن یک روش دقیق و کارآمد برای حل معادلات 

ای برخوردار است، زیرا       از اهمیت ویژه دیفرانسیل و انتگرال

باشد  پذیر نمی بدست آوردن جواب دقیق برای بیشتر مسائل امکان

و یا به سادگی قابل محاسبه نیست. بنابراین، دانشمندان همواره 

مناسب تحلیلی و عددی برای حل این های  در پی یافتن روش

هایی که برای تقریب توابع و حل  باشند. یکی از روش مسائل می

های اخیر  گیرد و در دهه معادلات مختلف مورد استفاده قرار می

بسیار مورد توجه قرار گرفته است، روش تقریب به کمک توابع 

ند توان می یاب  باشد. در این روش نقاط درون می 7پایه شعاعی

در ابعاد بالاتر از پیچیدگی محاسباتی پراکنده اختیار شوند و 

های دیگر برخوردار است. یکی از  کمتری نسبت به روش

( در این ɛ) 5های توابع پایه شعاعی، وجود پارامتر شکل ویژگی

باشد. این پارامتر علاوه بر کنترل تاثیرگذاری توابع و  توابع می

 ن پایداری مسئله نیز نقش اساسی دارد.میزان خطا، در میزا

های  کار بردن روش مستقیم توابع پایه شعاعی به کمک هستهبه

 
 jafari@umz.ac.ir :رایانامه نویسنده مسئول*

1-Radial basis function 

2-Shape parameter 

 

ها پارامتر شکل به صورت خیلی کوچک در  ن ، که در آ9مسطح

هایی با خطای  شود، اگر چه باعث یافتن جواب نظر گرفته می

ت ها دارای  عدد حال یاب در آن کمتر خواهد شد اما ماتریس درون

بسیار بزرگ خواهد شد. بر این اساس انتخاب یک پارامتر شکل 

بهینه همواره نظر دانشمندان زیادی را به خود جلب کرده است. 

وضعی -برای غلبه بر این    بد های پایداری همچنین الگوریتم

[ و 7] RBF_GAتوان به روش  اند که از آن جمله می بیان شده

[ اشاره نمود. روش جدیدتری که در این 5] RBF_QRالگوریتم 

های منطقی  مقاله مورد استفاده قرار گرفته است، بر مبنای تقریب

آمده است و به طور خلاصه روش از توابع برداری مقدار بدست

RBF-RA و  4شود. این روش اولین بار توسط رایت نامیده می

2فورنبرگ
مطرح شد و ویژگی های آن مورد  5871در سال  

های ذکر شده  [. این روش بر خلاف روش9بررسی قرار گرفت ]

توان آن را  برای همه توابع هموار قابل استفاده است. همچنین می

 های مبتنی بر توابع شعاعی به کار برد.  برای دامنه وسیعی از روش

های مختلف  کاربرد معادلات دیغرانسیل مرتبه کسری در زمینه

 
3-Flat 
4-Wright 
5-Fornberg 
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ه کنترل، سبب اهمیت ویژه این فیزیک، شیمی، اقتصاد و نظری

ها شده  های گوناگون برای حل آن مسائل و به کار بردن روش

 [.4-6است]

تاکنون برای مشتقات مرتبه کسری تعاریف گوناگونی ارائه شده 

لیویل -توان به تعریف ریمان ها می ترین آن است که از جمله مهم

تعریف  5ابریزیوو ف 7، کاپوتو5872و کاپوتو اشاره نمود. اما در سال 

دیگری از مشتق مرتبه کسری ارائه نمودند که بر خلاف بیشتر 

از  این کلاس [.1باشد ] تعاریف گذشته شامل هسته نامنفرد می

توانایی این را دارند که برای توصیف نا  9های غیر محلی سیستم

های مختلف که نمی تواند به  همگن مواد و نوسانات با مقیاس

های کسری با  های کلاسیک محلی یا مدل  خوبی توسط نظریه

 . هسته منفرد شرح داده شود، مورد استفاده قرار بگیرد

 شود: صورت زیر تعریف میاین دسته از مشتقات کسری به 

0فرض کنید که  aو 1 b  مشتق مرتبه کسری

u,فابریزو تابع  -کاپوتو H a b1 صورت زیر تعریف به

  شود: می

( )
( )  exp  ( ) ,

xCF
x t

D u x u t dt
1 1

 

)که درآن،   طوری که: باشد، به می 4یک تابع نرمال شده (

( ) ( ) .1 1  

مقدار تابع فوق را با معرفی انتگرال  6و نیتو 2پس از آن لوسادا 

)صورت بهمرتبط با آن  )
2

2
[ و 0تعریف نمودند ]

دست صورت نهایی مشتق کسری با هسته نامنفرد به شکل زیر به

 آمد:

( )  exp  ( ) .
xCF

x t
D u x u t dt

1
1 1

 

 توابع پایه شعاعی -2

شعاعی   در این قسمت به تعاریف اولیه و مقدماتی توابع پایه

ها  پردازیم. برای مطالعه بیشتر در این زمینه و کاربردهای آن می

 [ رجوع کرد.78، 3توان به ] می

فرض کنید 
,, , NX t t t1 مجموعه ای از نقاط پراکنده  2

 
1-Caputo 
2-Fabrizio 

3-Nonlocal 
4-Normalization function 
5-Losada  
6-Nieto  

)باشد. تقریب تابع  d)یا مرکزها( در  )g t یابی  با روش درون

 توابع پایه شعاعی به صورت 

( ) ( ),
N

j j
j

t t t
1

 

است. تابع    نرم اقلیدسی در   . که در آن شود،  بیان می

هایی از این توابع  یک تابع پایه شعاعی است که مثال 

( بیان شده 7باشد در جدول ) میتحلیلی که بیشتر مورد بحث ما 

است. با توجه به تعریف فورنبرگ، به غیر از تابع چند مربعی که 

 به طور مشروط معین منفی است بقیه، توابعی مین مثبت هستند.

)یابی  با کمک گرفتن از شروط درون ) ( )j jt g t ،

, ,j N1  ضرایب مجهول
N

j j 1
 از حل دستگاه  

,G 

 آیند، که درآن به دست می

    ( ) ( ),  , , , ,ji j it t i j N1    

 [ , , ]TNG g g1 ,  [ , , ] .T

N1  

 

7هایی از توابع پایه شعاعی هموار مثال (.4جدول )
 پرکاربرد  

 تعریف
علامت 

 اختصاری
 عنوان تابع

r
r e

2

 GA گوسی 

( ) ( )r r 21  IQ مربعی معکوس 

( ) ( )r r 21  MQ جند مریعی 

( ) / ( )r r 21 1  IMQ 
چند مربعی 

 معکوس

 8های منطقی برداری مقدار تقریب -3

حال به بررسی روش تقریب منطقی توابع برداری مقدار 
 RBF-RAپردازیم، که در واقع پایه و اساس الگوریتم  می
 باشد.   می

  ای در اطراف مبدا صفحه مختلط باشد و ناحیه فرض کنید

( ) ( ( ), , ( ))u u u1 باشد که توابع تابعی برداری 

,  , ,ju j جز  احتمالا در به  در همه نقاط ناحیه 1

 
7- Smooth 
8- Vector-valued rational approximationd 
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ها( تحلیلی هستند.  )قطب 7تعداد نقاط متناهی نقطه تکین تنها

)قصد داریم تقریب تابع  )u  را برایr  .محاسبه کنیم

rشود و با توجه به تابع پایه شعاعی  مرز ارزیابی نامیده می
 [.9آید ]مقدار آن به دست می

,در این روش توابع   , ,ju j ی توابع به وسیله 1
jr 

 شوند. زده میتقریب

( ) ,  , , .

m

j j mj

j n

n

p p p
r j

q q

2 2
1

2 2
1

1
1

 

)برای یافتن  ،بنابراین )m n1  مجهول این رابطه باید

 زیر حل شود. 5دستگاه فرامعین

 

( )

( )

( )

( )

( )

m
j

m
j

m
mj

n
j

n
j

n
j n

j

j

p

p

p

u q

u q

u q

u

u

2 2
1 1
2 2

12 2

2 2

2 2
1 1 1 1

2 2
2 2 2 2

2 2

1

2

1

1

1

( )ju

 

ای از روش حل دستگاه خطی فوق با استفاده از  در اینجا خلاصه

شایان ذکر  شود. روش تقریب منطقی توابع برداری مقدار بیان می

تر        طور کاملاست که مطالب بیان شده در این بخش را به

 [  ملاحظه نمود.9توان در  ]می

هایی از ماتریس ضرایب که دارای مقادیر  ضرب کردن ردیف -7

 باشد در یک عدد ثابت و متعادل کردن آن.  بزرگ می

 .Q* وسیلهبلوک به و ضرب کردن QRمحاسبه روش تجزیه -5

های صفر  طوری که ردیفهای ماتریس به مرتب کردن ردیف -9
R .در پایین سیستم خطی قرار بگیرند 

حل سیستم به کمک روش حداقل مربعات برای تعیین مقادیر  -4

iq.ها 

 
1-Isolated singular points 
2-Overdetermined system 

بقیه مجهولات با استفاده از مجهولات تعیین دست آوردن به -2
 شده و حل دستگاه.

 روش مذکورمحاسبه  -1

فرض کنید 
,, , Nt t t1 های پراکنده باشد.  مجموعه داده 2

معادله دیفرانسیل خطی با مشتق مرتبه کسری زیر را در نظر 
 بگیرید:

( ) ( ) ( ),        ( ) 

                  g( )=g ,                  

CFD g t kg t f t 1
 

)که در آن )CFD g t فابریزیو  -مشتق مرتبه کسری کاپوتو
دست مقادیری ثابت است. هدف حل  معادله و به kباشد و  می

آوردن تقریبی دقیق از جواب معادله فوق به کمک الگوریتم پایدار 
RBF-RA باشد.  می 

)مشتق مرتبه کسری   )CFD g t جای تابع را در نظر بگیرید. به

مجهول
, ( ) ( ),  , ,j jt t t j N1  را قرار

دهیم، می
, ( )j t ( را قرار 7یکی از توابع پایه شعاعی جدول )

 دهیم. می

,

,

( )

 exp  ( ) ,                ( )

CF

j

j

t

D t

t
d

1
2

1 1

سپس نقاط کالوکیشن
,, , Nt t t1 2 ( 5را در معادله ) 

گیری  فوق روش انتگرالبرای حل انتگرال نماییم.  جایگزین می
بریم. بنابراین به تغییر متغیر لژاندر را به کار می-عددی گوس  

( , ) ( ),       ,
t t

t c c c1 1
2 2

  

,نیاز داریم. پس برای هر   ,k N1 

, ( )

 ( , ( , )) ,        ( )

CF

j k

k
k k

D t

t
H t t c dc

1

1

1
4

1 2

 

که در آن                
,

( )
( , ) exp ( )j

t
H t

1
. 

بریم. فرض کنید  کار میگیری عددی را به انتگرالاکنون روش 
M

i i
c لژاندر و -نقاط گوس

M

i i
ها  های مرتبط با آن وزن 

 باشد.
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, ( )

 ( , ( , )) ,        ( )

CF

j k

M
k

k k i i
i

D t

t
H t t c

1
5

1 2

 

( نقاط کالوکیشن2( و )7در آخر و با توجه به معادلات )

,, , Nt t t1  زیر را داریم:  رابطه 2

, ,[ ( ) ( )] ( ),  

, , .                     ( )

N
CF

j j i j i i
j

D t k t f t

i N

1

1 6

 

توان به صورت دستگاه معادلات خطی زیر نمایش  ( را می6رابطه )
 داد:

,R F  

]که در آن                           ( ), , ( )] ,T

NF f t f t1  

 [ , , ] ,T

N1  

, , ,( ) ( ) ( ),

, , .

CF

j i j i j iR t D t k t

i j N1
 

مجموعه نقاط 
L

i i
x

با توجه به روش را در نظر بگیرد.  1

تقریب منطقی برداری مقدار، هر تقریب حاصل از روش پایه 

)شعاعی، یعنی  )ix را  های قبل معرفی شد، که در بخش
  توان به صورت یک مولفه از تابعی برداری مقدار بر حسب  می

در نظر گرفت. بنابراین می توان با استفاده از دستگاه زیر این 
توابع را تقریب زد. این الگوریتم، روشی پایدار است و باعث 

توابع پایه شعاعی خواهد شد. روش  افزایش پایداری

 

( )

( )
                           

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

(
                    

L

N

N

L L L N

x

x

x

x t x t x t

x t x t x t

x t x t x t

f t

f t
R

1

2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

1

21 )
.

( )Nf t

  

 

 نتایج عددی -5

هایی از معلات دیفرانسیل مرتبه کسرری ارائره    در این بخش مثال

اند. در ایرن روش   حل شده  RBF-RAکه به کمک روش  شود می

مربعی استفاده شرده اسرت. همچنرین     های گوسی و چند از هسته

مقایسره   RBF-Direct هرای حاصرل از روش    هرا برا جرواب    جواب

بر اسراس محاسربات رایرت  و     Rخواهند شد. در حل مسائل، 

 [.9فورنبرگ به دست آمده است]

 .4مثال

 معادله دیفرانسیل مرتبه کسری زیر را در نظر بگیرید:

 
( ) ( ) ( ),         = . ,

                      g( )= ,  

CFD g t g t f t2 35
 

 که تابع 

( ) exp( )

       .

t t
f t

t t
t

2 3
4

81806 1047700 7
343 2401 13

3120 80 1047700
2

49 7 2401

   

)جواب واقعی مسئله برابر است با                )g t t t4 . 

در حل مسئله با هسته تابع چندمربعی کمترین مقدار خطا در 

. .دهد و برابر با مقدار  رخ می 1 e 34 باشد.  می 9146

.اما در هسته گوسی جواب با دقت بالای  e 129 و در  453

 آید. به دست می 53.

 

برای    RBF-Directو RBF-RAمقایسه دو روش  :(4شكل )

 به کمک هسته گوسی برای مقادیر مختلف  7معادله مثال

1   
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برای    RBF-Directو  RBF-RAمقایسه دو روش (: 2شكل )

 به کمک هسته چندمربعی برای مقادیر مختلف  7معادله مثال 

1 

های  نتایج حاصل از تقریب دو روش با دو هسته متفاوت در شکل

ها پایداری روش پیشنهاد شده  است. در همه شکل( آمده 5-7)

 بهتر است.  RBF-Directطور واضح از روشبه

 RBF-RA( مشخص است، روش 5( و )7طور که از شکل) همان

باشد که انتظارات ما را برآورده  بسیار پایدارتر از روش مستقیم می

کند. همچنین هسته گوسی برای حل این مسائل بسیار  می

های حاصل از آن  کارآمد تر از هسته چند مربعی است و جواب

 باشند.  تر می بسیار دقیق

 .2مثال

 معادله دیفرانسیل مرتبه کسری زیر را د رنظر بگیرید:

( ) ( ) ( ),         = . ,

                      g( )= ,  

CFD g t g t f t 85
 

 که در آن 

cos( )
( ) exp( )

sin( )
       .

t t t
f t

t
t 2

40 31250 17 170
17 43061 3 149
119 120

149 289

  

                            جواب واقعی مسئله برابر است با

ی تابع چندمربعی کمترین مقدار خطا در  در حل مسئله با هسته

. .دهد برابر با مقدار  رخ می 1 e 36 باشد.  می 6604

.اما در هسته گوسی جواب با دقت بالای  e 128 و در  7645

 آید. به دست می 71.

های  نتایج حاصل از تقریب دو روش با دو هسته متفاوت در شکل

 ( آمده است.4( و )9)

 

برای    RBF-Directو  RBF-RAمقایسه دو روش (: 3شكل )

 به کمک هسته گوسی برای مقادیر مختلف  5معادله مثال

1 

 
برای   RBF-Directو  RBF-RAمقایسه دو روش (: 1شكل )

  به کمک هسته چندمربعی برای مقادیر مختلف  5معادله مثال 

1 

 کند. تایید میها را  باشد و آن نتایج مانند مثال قبل می

 :3مثال

 معادله دیفرانسیل مرتبه کسری زیر را د رنظر بگیرید:

( ) ( ) ( ),         = . ,

                      g( )= ,  

CFD g t f t g t 5

1
 

 که در آن: 

( ) cos( ) exp( ) cos( ).f t t t t2
4

 

)جواب واقعی مسئله برابر است با                 ) cos( )g t t  

ی تابع چندمربعی کمترین مقدار خطا در  در حل مسئله با هسته

.دهد برابر با مقدار  رخ می 1 e 39 باشد. اما در  می 5574

.هسته گوسی جواب با دقت بالای  e 123  79.و در  6486

 آید. به دست می



فند  الکترونیکی و سایبری ” پژوهشی -مجله علمی                                                                                                                                        744  “  پدا

 

 

برای    RBF-Directو RBF-RAمقایسه دو روش (: 5كل )ش

 به کمک هسته گوسی برای مقادیر مختلف  9معادله مثال

1 

های  نتایج حاصل از تقریب دو روش با دو هسته متفاوت در شکل

 ( آمده است.6-2)

های قبل و در تایید دقت و پایداری روش  نتایج مانند مثال

 باشند. می

 

برای   RBF-Directو  RBF-RAمقایسه دو روش (: 6شكل )

 به کمک هسته چندمربعی برای مقادیر مختلف  9معادله مثال 

1 

  یریگیجهنت -6

های توابع شعاعی بسیار از آن جا که نقش پارامتر شکل در هسته

که  RBF-RAقابل اهمیت و پیچیده است. بر آن شدیم تا با روش 

های برداری مقدار به دست آمده است، روشی  بر اساس تقریب

پایدار برای حل معادلات دیفرانسیل مرتبه کسری با مشتق 

دست آوریم. در این روش تابع پایه شعاعی    فابریزو به -کاپوتو

در نظر  بع برداری بر حسب پارامتر شکل صورت یک تابه

شود، استفاده از این روش برای غلبه بر بدوضعی ناشی  گرفته می

ها را تایید  هاست. نتایج عددی بیان شده صحت گفته از آن

های گوسی برای محاسبه کنند. قابل ذکر است که هسته می

 باشند. و کارآمدتر می جواب این معادلات بسیار دقیق تر
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