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 یچندبخش یحصح یدور یهاگراف

 *2غلامرضا صفاکیش همدانی ،1ژیلا عباسی

  همدان یدانشگاه بوعل یاضی،ر گروه ،دانشکده علوم یاضی،گروه ر ،استادیار – 2 ،دانشجوی کارشناسی ارشد – 1

  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

  چكیده

 در  .یمکنیاست را مشخص م یمثبتعدد صحیح  nکه  ،nاز مرتبه دلخواه  ICG (n, D)ی چندبخش یحصح یدور یهامقاله، گراف یندر ا

   {                          {    }} های آن مجموعهاست و یال    گروه یاست که رئوس آن اعضا یگراف ICG (n, D) جااین

 یهاآن، گراف یهایالمجموعه  فرم یلها را به دلدسته از گراف ینااست.  nیح مثبت عدد صح یهایهاز مقسوم عل یامجموعه Dباشد و می

 در یدو رأس یچافراز کرد که ه یطور X,Y مجموعه یربه دو ز است که مجموعه رئوس آن را بتوانگرافی  Gی . گراف دوبخشیمنامیب.م.م م

X  و هیچ دو رأسی درY  هرگاه هر رأس در ییمرا کامل گو یدوبخشمجاور نباشند. گراف X به تمام رئوس ،Y  متصل باشد. این گراف را با

| |دهیم، اگر مینمایش       | |و      شوند.یم یفتعر یمانند گراف دوبخش یزن ی،چندبخش یهاگراف.   

 یگراف چندبخش ی،گراف دور یح،گراف صح یلی،گراف ک یدی:کلهای واژه

 

   مقدمه -2
 یلری مفهوم گرراف ک  یعبا توس 5و تی ساندر 7کلوتز 5881در سال 

هرای  و مجموعره یرال      گراف ب.م.م را با مجموعه رئروس  یکه،

 9ردند. سرو کتعریف ، {                        {    }}

گرراف   یکبا  یحصح یداد که هر گراف دورنشان  5882در سال 

 .م، متناظر است.ب.م

مجراور    یسمراتر  یرهه و یرهرگاه مقاد ییم،گو یحرا صح Gگراف 

باشد.  یحصحیهه، و یرتمام مقاد یباشد به عبارت یحصح A(G) آن،

 ، یرک (n-1, -1, …, -1)با طیرف       عنوان مثال گراف کاملبه

دوری  A(G)را دوری گوینرد هرگراه    Gگراف  است. یحگراف صح

 باشد.

 کیلی یهاگراف - 1 
 یرن مطرر  شرد. ا   4یلری بار توسط آرترور ک  یناول یلیک یهاگراف

    هسرتند و   گرروه  یرک سراتتار   یشرهود  یشها در واقع نمرا گراف

 شوند.یم یفتعر یرصور  زبه

باشد و  7گروهی با عضو همانی  Gفرض کنیم  :2-1تعریف 

 Sو در ضمن     را در نظر بگیرید که     زیرمجموعه 

 

 safakish@basu.ac.irرایانامه نویسنده پاسخگو: *
1 W. Klotz 
2   T. Sander 
3   W. So 
4   A. Cayley 

 یلیصور  گراف ک ینبسته باشد، در ا یریگنسبت به وارون

 X=Cay (G,S)  

های و مجموعه یال V(X) = G مجموعه رئوس آنگرافی است که 

 :آن

      {{    }          } 

 باشد.

هستند که  یلیک یهاتاص از گراف یاب.م.م دسته یهاگراف

  :یرمجموعهو ز     ی ازابه

  {                  } 

در  ICG (n,D) که گراف شته باشید. توجه دایندآیدست مهب

 :یمکنیفرض م ،رواز اینطوقه دارد، ،    حالتی که 

D        {     |      } 

 هایو گراف (7)در شکل  ICG (8,{1})های گراف :1-1 مثال

ICG (6,{1,3})  وICG (6,{2,3})  اند:رسم شده (5)در شکل 

 
 .ICG (8,{1}) ساتتار گراف(: 2)شكل 

∑منظم از درجه  ICG (n,D)گراف  :2-1قضیه    
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 تابع اویلر است.   ،است که در آن

  [.9رجوع شود به ] :برهان

 
    ICG (6,{2,3})و  ICG (6,{1,3}) هایگراف :(1شكل )

دست هب یرصور  زبه ICG (n,D)مقادیر ویهه گراف  :4-1قضیه 

 :یدآیم

        ∑   
 

         
 

   

    ⁄  

  
 

         
 
 

 باشند.یم یوسو موب یلرتوابع اوبه ترتیب   و    ،که در آن

   .مراجعه شود [5]به مرجع .نبرها

همبند ، {        }  که  ICG (n,D)گراف  :5-1قضیه 

  :است اگر و تنها اگر
                   

 :در آن گراف کیلی است که ICG (n,D)دانیم که می :برهان

.   {            } 

باشد؛  Gمولد گروه  Sه همبند است اگر و تنها اگر مجموعگراف 

است اگر و تنها اگر    مولد  〈 〉دانیم که مجموعه از طرفی می

gcd (m,n)=1.  در نتیجهS  ی تنها اگر اعضااگر و است    مولدS 

                  تساوی با معادل که باشند اول n به نسبت

         است.

یس مجاور  ماتر با یدورگرافی  Gفرض کنیم  :6-1تعریف 

 یاباشد. نماد  {n-1 ,… ,0}مجموعه رئوس  و           

 صور داده و به یشنما S(G)را با  G گراف یدور همجموع

 کنیم.تعریف می {         }     

که همبند  یصورتدر  ICG (n,D) که گراف یمکنیم یبررسحال 

نکته  یناز ا یرز یهقض نباشد به چه صور  تواهد بود. در اثبا 

 یلی،ک یهادر گراف یهمبند یهاکه مؤلفه یمکنیاستفاده م

 .اند ریختیک

کامل  یهااز گراف یبرابر اجتماع ICG (n,D)گراف  :7-1قضیه 

 و  n =ct است اگر و تنها اگر
  {           | }  

  :، آنگاه{ |           }  و  n=ctاگر  برهان.

     {             }  {          } 

|    |کنیم که مشاهده می مجاورند.  S(G)و هر دو عضو از    

 ICGگرافی کامل است؛ چون 8بنابراین، زیرگراف شامل رأس 

(n,D) هم  یهمبند یهامؤلفه ریسا در نتیجهمنتظم است،  یگراف

 کامل هستند. یگراف ریز

باشد  8مؤلفه شامل رأس  Hو  ICG (n,D)برعکس فرض کنید 

گراف  H. چون           و  {       }  که 

تمام  ،رومتصل است. از این Hها در   کامل است، صفر به تمام 

 :، بنابراین     هستند. از طرفی  Hها رأسی از   

، لازم است که         . چون                

. مشابهاً |      و درنتیجه              

 زم استکه لا              

              {     } . 

طور مشابه و با ادامه . به|     دهد که در هر صور  نتیجه می

. حال نشان      برای  |     شود که این روند دیده می

تعلق دارند.  Dکنند، به را عاد می nکه    دهیم تمام مضارب می

و  |    ترین عددی باشد که کوچک    به برهان فرض کنید 

که                   صور  در این .    

و این       ، لازم است که a. بنابر انتخاب        

و از آنجا          و درنتیجه        دهد که نتیجه می

که تناقض است. بنابراین،       و درنتیجه       

 V(H)شود که همچنین دیده می .{ |            }  

|    |تشکیل شده است. درنتیجه    از تمام مضارب  که    

n = t   چون گراف .ICG (n,D)  منتظم است، لازم است که سایر

 باشند. Ktنیز گراف کامل  Hهای مؤلفه

اجتماع  ICG (n,D)گراف  D = {2 , 4}و  n=8ازای به :8-2 مثال

 دو گراف کامل همچنین رأسی است:

 
و  n=8ازای به ICG (n,D)هایی که اجتماعشان  گراف :(2شكل )

D = {2 , 4} .است 

 یچندبخش یحصح یدور یهاگراف -2

   دو بخشی است اگر و تنها اگر  ICG (n,D)گراف  :2-2 قضیه

     زوج و  n،       ای که    ازای به

 
عددی فرد برای  

 باشد.     هر 
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دوبخشی  ICG (n,D) حیصح یگراف چرتش میفرض کن :برهان

∑   که باشد. در این صور  با توجه به این   
 

 
  |  

 .ای داشته باشیم k یبرا دیبا ،رونیاست، از ا ههیمقدار وبزرگترین 

    ∑   
 

 
  :دانیم کهاما می ، |  

        ∑   
 

         
 

   

 
    ⁄  

  
 

         
 
    

 :از این رو باید

  (
 

         
)                    

  :بنابراین

  
 

         
 {    } 

 :نتیجه داریم در             ، زیرا    اما 

 

:  

         
               

 

 
          

 

زوج باشد. از طرفی رابطه  nدهد باید نشان میکه 

   (   
    

 
) فرد و     باید برای دهد نشان می   

 gcdطوری که، بهk=abتک عضوی باشد؛ زیرا اگر  Dمجموعه 

(k,n)=a  داریم    برای هر ،gcd(n,kd)=ad  و درنتیجه

   
 

 
 و از آنجا  

  
  

 
که در شرط هایی گاه تعداد، آنD={d0}. بنابراین، اگر 

 کنند برابر با مجموعهیصدق م هیقض

   {  
 

    
                   }  

 است. 

      ،    برعکس، فرض کنیم برای

 
فرد است.     برای هر  

 :بنابراین

 

   
 ∑  

 

          
 

 | 

 
    ⁄  

  
 

          
 
            

 ∑  
 

 
 

      
      

 
 
 

 | 

    ⁄  

  
 

 
 

      
      

 
 
 

 ∑    

 | 

    ⁄  

    
 

  ∑    ⁄  

 | 

 

 شود. درنتیجه، حکم ثابت می

جز گراف به ICG (n,D) هر گراف یدر حالت کل کنید کهتوجه 

 :اگر رایباشد. ز یتواند گراف چندبخشیکامل، م

مجموعه رئوس مجاور صفر و  {       }      

با صفر باشند،  مجاور ریمجموعه رئوس غ {       }     

را چنان در نظر                آنگاه رأس صفر و رئوس 

مجاور نباشند و از آنجا که گراف  باهم یدو رأس چیکه ه میریگیم

و صفر            جزهرئوس، ب ریسا یو منتظم است، برا یدور

مجموعه  میاصور  توانسته نیدر اگیریم. این روند را در نظر می

 رئوس

 {0, 1, …, n-1} .را به چند بخش افراز کنیم 

 کامل باشد آنگاه یچندبخش ICG (n,D)اگر گراف  :1-2قضیه 

n=rt  و 

  {
 

  
  ∑         } 

 کامل باشد و یگراف چندبخش ICG (n,D)فرض کنید  :برهان

چون گراف  مجموعه رئوس باشند. یافرازها،        

و  |  | |  |     منتظم است، لذا لازم است که یچندبخش

 :بنابراین

  ∑|  |

 

   

  |  | 

 ICG (n,D)؛ چون گراف     و  |  |    فرض کنید

 ریرأس سا t-1صفر با تمام  کامل است لذا رأس یچندبخش

  :نیافرازها، مجاور است. بنابرا

|    |  ∑|  |        

 

   

 

|    |  و  که در شرط  میسازیرا چنان م Dمجموعه    

 کنیم:صور  تعریف میرا به A صدق کند. مجموعه هیقض
         { }   {         

      { }} 

 

 :که در شرط میریگیرا در نظر م A از مجموعه ییحال اعضا

   |    |     

 سازیم:را چنین می Dصدق کند و مجموعه 

  {
 

  
  ∑         } 

 مجموعه مطلوب است.       Dدر این صور  

 ، در این صور  داریم:nl=18فرض کنید  :2-2مثال 
                                   

             

         
              

را  ریچند حالت ز، || | 70 دیقبل چون با هیاما با توجه به قض

 :میدار

(7) | | |    |   . در این حالت    گراف ؛ یعنی   

 .D = {1, 2, 3, 6, 9} صور  نیکامل باشد که در ا دیبا
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(5) | |    قبل، هیبا توجه به قض دیصور  با نیدر ا.   

(9)          |    | ( داریم: 7.7، اما با توجه به رابطه )  

                            

}  {3 , 2 , 1}=                               پس
  

  
  

  

 
  

  

 
  

  

 
}. 

(4) | | |    |. داریم    ( 7.7، لذا با توجه به رابطه )   

                                           یا D = {1 , 2 , 6 , 9} میداشته باش دیقبل، با هیقضو 

D = {1 , 2 , 3 , 9}. 

(2) | | |    | گاهآن .                                                   باید بنابراین، ،   

D ={1 , 2}. 

(2) | | |    |. در این صور        ، درنتیجه باید  

D={1 , 6 , 9}  یاD = {2 , 3 , 9}. 
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