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  دردیفئولوژیوکوهمولوژیهابافهارتباط برنوینیامطالعه

  3یدیخورش نیحس، 2یاحمد رضایعل، *1نژاد  اکبر دهقان
 دانشگاه یزد ،استادیار -3، دانشگاه یزد ،دانشجوی دکتری -2، دانشگاه علم و صنعت ایران ،دانشیار -1

 (82/89/70، پذیرش: 22/80/79)دریافت: 

  چكیده

ووابرشناختییفضاکییهانهینقشیرویهادادهنیارتباطبیبررسیبرایعنوانابزاربه)دیفئولوژی(وابرشناختییفضاهایروهابافه

مطرحمیاطلاعاتسرتاسر موردآنفضا واقعشوندیدر در . روبافهوسیلهبهوابرشناختییفضاهایرواهبافه، فیتعرهانهیمقرنقشیها

اریدراختیلیفرانسیدیهامانندفرموابرشناختییوساختارهاایاشحیتوضیچهارچوببراکیمیمفاهنیا،ییعنوانکاربردهاه.بشوندیم

کرد.دهیمانزسااساساین بر راوچخیاحجرهنیماننددوراموتکهمانستگییهاهینظرتوانیمن،یبرا.علاوهدهندیمقرار

 همانستگییهاهینظرها،نهیها،مقرنقشبافه،ابرشناختیویفضاها:یدیکل هایواژه

 1مقدمه -1
درهندسههستندیاشناختهشدهفضاهای2هامدارینه،هاخمینه

تعر بازهافیکهدر نگاشتیدسیاقلیفضاهایآنها همواریهاو

مهمشاننیب اکنندیمفایاینقش علنی. رغمیفضاها

برازینییهاتیمحدودشان،یهاتیمز خارجیدارند. مثال،

فضاهایهاخمینهیهایقسمت ((   )  )هاخمینهیتابعیا

 همچنستندینخمینهلزوماً مناسبنی. مفهوم یبرایارائه

کیلیجهتتشکهامدارینهنیبیختارهایر مسئلهکیرسته،

نی[(.درا1به]دیحوزهبودهاست)رجوعکننیدرازیچالشبرانگ

مذکورترادارندکهمشکلاتیقابلنیاوابرشناختییفضاهاان،یم

نوع به ایرا باشند. رونیپاسخگو تمرکز با اتیخصوصیمفهوم

یهانگاشتیذات است. گرفته شکل مشخصهیژگیوکیهموار

صورتاستنیبدهاخمینهنیب     همواریهانگاشتیبرا

     همواریهاشیباهمهپرما بیکهترک    یعنی،

برا اما است. نگاشتیژگیونیامیتعمیهموار نیبیهابه

کیکرد؟توانیکهدارند،چهمینظرازساختارها،صرفمجموعه

بررس که است آن امیکنیپاسخ، ازنیدر مقصود حالت،

 .ستیهموارچیهاشیپرما

تعر«وابرشناسی» مفیکه بخشبعد نیاد،یآیآندر را باکار

پرماکینییتع از زیمتمایهاشیمجموعه نام «3هانهینقش»به

م اصولیهاشیپرماگاهیکهجادهدیانجام در دارندو را هموار

 «پوشش»موضوعه همواریسازگار»، » چسباندن»و صدق«
 

 dehghannezhad@iust.ac.irرایانامهنویسندهمسئول:1
2Orbifolds 
3Plots 

اکنندیم به یفضاهانیبیهاگاشتنیبرایهموارب،یترتنی.

هندسهشیدایپیبرایوکاروسازکندیمدایپیمعنوابرشناختی

گرددیفراهمموابرشناختییفضاهایرولیفرانسید وهاخمینه.

یفضاهایوحت،چنبرهگنگهامدارینهرینظنیتکیفضاهاگرید

نامتناه بعد طببهیبا هستند.وابرشناختیییفضاهایعیطور

فرمیهندسمیمفاهن،یابرعلاوه ویلیفرانسیدیهامانند

فیقابلتعروابرشناختییفضاهایدورامهمچنانروهمانستگی

ازاندهست فضاهانی. همواریهاونگاشتوابرشناختییگذشته،

5یکاملوبستهدکارتکامل،هم4مقولهشبهکیلیتشکشاننیب

زدهندیم تحت قسمترفضاهایکه خارج استهایو در.بسته

رسته نظر از ساختار این محقیقت، بسیار بهای و است طلوب

فیزیک توجه مورد استهمیندلیل گرفته قرار نیز نظری دانان

.[راببینید(4و2،3)]

 نظریه ژاناین  ویسوریمار-توسط
6[5 هشتاد[ دهه آغاز در

نامتناهیکهدرکوانتشمیلادیبرایدركبهترگروههایبابعد

معرفیگردید7هندسی ازیاریبس،ویازپس.پدیدارمیشوند،

هموتوپیهاجنبه مانند کلافیآن مدل، ساختار و ها،هموار

یاحجرههمانستگی توسعهگریدورامتوسطافراددهمانستگیو

برخافتهی ایاست. کتاب]نیاز ویگردآور،[6مطالبدر شده

 است.هینظرنیایبرامایمرجعاصل

برایابزارهابافهگر،یدیسواز یهاادهدیواکاویقدرتمند

 
4Quasitopos 
5Cartesian closed 
6Jean-Marie Souriau 
7Geometric quantization 
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نمونه،یهستند)برایبهاطلاعاتسرتاسریابیدستجهتیموضع

دریفراوانیربردهاهاکابافهن،ی(.همچندینی[رابب12و7،8،9]

دیمهندس علوم  گریو تحلیل کدگذاری،1هادادهریختینظیر

 [(.11به]دی)رجوعکننیزدارند3حسگرهایوشبکه2شبکه

روبافه بافهبهابرشناختیویفضاهایها روصورت مقریها

ببینید(12)] شوندیمیمعرفهانهینقش را یهابرش.[

یهادادهشوند،یمفیهاتعر(بافهشیهاکهتوسطحد)پ(بافهشی)پ

)پ پس در رمزگشا(بافهشینهفته را فرمکنندیمییها یها.

برشیمثالیلیفرانسید بافهاستکییهااز ا. ابزارنیارو،نیاز

سادهیادیزتیاهم فضاهایایاشتیماهیسازدر یرسته

بهوابرشناختی )پدارند. مقادها(بافهشیعلاوه، یآبلیهاگروهریبا

یفضاهایروهمانستگییهاهینظرحیتوضیچهارچوببراکی

کهشودینشاندادهمدرمقالهحاضر.آورندیفراهمموابرشناختی

 دوراممییهاهمانستگیچگونه تک4انند طوربهیاحجرهنیو

ایعیطب منیدر چوبقرار ارندیگیچهار بر توانیاساسمنی.

یرابرا5چخهمانستگیچونهمسنتیهمانستگییهاهینظرریسا

 نمود.فیتعروابرشناختییفضاهایبرا

ترتیب اینصورتاست: به مطالبدومبخشدرمقاله بهمرور ،

ن میپردازیموابرشناسیازازیمورد ازوابرشناختییفضاهاو را

 میبرخی قرار مطالعه مورد بیشتر جهات بهدهیم. سوم بخش

ویژهدربهآنیوکاربردهاجینتا،وابرشناختییفضاهایهاروبافه

 مقادیها(بافهشی)پبحث یآبلیهاگروهریبا هاهمانستگیو

.اختصاصدارد

 وابرشناسیمقدماتی از  -3

اختصاصداردووابرشناسیهمرورمفاهیمیازنظریهاینبخشب

[ مرجع از اقتباسشده6تعاریف که[ دید خواهید ادامه در اند.

از بسیاری که است شده انجام ظرافتی چنان با تعریف نحوه

 برای شده شناخته کلیهاخمینهمفاهیم مفاهیم به مانندتر،

 .یابندتعمیممیوابرشناختیفضاهایرویهایدیفرانسیلیفرم

یک   فرضکنید :3.1تعریف  است. نامنفی صحیح یکعدد

اقلیدسیدامنه   فضای از باز زیرمجموعه به    یک مجهز

 است. استاندارد یکتوپولوژی توی به یکدامنه از نگاشت هر

می   در  پرمایشیک   مجموعه  ( )      کهشودنامیده

دهد.اگردامنهتعریفرانشانمی   رهایدمجموعههمهپرمایش

دامنه  شودیکنشاندادهمی ( )    کهبا   یکپرمایش

 
1Topological data analysis 
2Network coding 
3Sensor networks 
4De Rham 
5 ̌ech 

از              یکخانوادهگویند.پرمایش   رایک  باشد،

پرمایش   بهسازگارها هرگاه هراست، ،     ازای

        تساوی
         

 باشد. چنینبرقرار داشتن با

پرمایشخانواده ⋃   ای، توسط          ( )  که    ( ) 

 شود.اینخانوادهنامیدهمی بیشینهشود،تعریفمی      برای

کنید :3.3تعریف  یک   فرض است. مجموعه یک

ارتاستازیکمجموعهعب   روی     (دیفئولوژی)وابرشناسی

 :کهاصولموضوعهزیربرایآنهابرقراراست   هادرازپرمایش

 .پوشاندرامی   مجموعه   اجتماعتصاویراعضای :پوشش -1

وهرنگاشت   از        عضوازایهربه :سازگاری هموار-3

 .تعلقدارد   به     ،پرمایش     هاهمواربیندامنه

نیزعضوی   هرخانوادهسازگارازاعضایبیشینه :چسباندن -2

 .است   از

:3.2تعریف  یک (   ) وابرشناختیفضای یک از متشکل

زیرینه    مجموعه یک هر   وابرشناسیو به است. آن روی

.شودگفتهمی   در  نقشینهیک   وابرشناسیمتعلقبهپرمایش

کهکمتربهآنپرداختهشدهاست،زموضوعاتبسیارمهمیکیا

آنرااستوابرشناسیاصولموضوعهمستقلبودن اینجا کهدر

کنیم.بررسیمی

گردایهعدادحقیقیرادرنظربگیرید.ازا   مجموعه:3.4مثال 

 از شیپرمامتشکل کراندار و هموار شدهتعریف     های

برقرارمیشرایطپ،هارویدامنه را سازدوششوسازگاریهموار

کند.امادرشرطچسباندنصدقنمی

خم:3.5مثال  گردایه هموار رویتعریف      های شده

مجموعهزیر باز  های فبه از اقلیدسیتوی شرط   ضای در

شرطسازگاریهموارکهدرحالیپوششوچسباندنصادقاست

راندارد.

ویکمجموعهبابیشازدوعضواست فرضکنید: 3.6مثال 

برایمجموعهتمام    مقدارشیپرما.. شرایط هایثابتبا

سازگاریهمواروچسباندنبرقراراستولیشرطپوششراندارد.

تشکیل ثابتدریکمجموعههایموضعاًپرمایش :3.7تعریف 

وابرشناسییک نام ومی ویرگسسته  وابرشناسیبه دهند

.نامیدهمیشودگسسته  وابرشناختیفضای فضایحاصل،یک

پرمایشهمین تمام مجموعه درطور، یک های تشکیل

.میدهند ناگسسته وابرشناسیبهناموابرشناسی

   و   فرضکنید :3.8تعریف  فضای هستند.وابرشناختیدو

به هموار       نگاشت نقشینهاستهرگاه    در   ازایهر
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مجموعهنگاشت   دریکنقشینه     ترکیب هایهموارباشد.

شود.نشاندادهمی (   )   با   و   وابرشناختیبینفضاهای

 (   )    روی تابعی وابرشناسیتوانیکطورطبیعی،میبه

هایتوسطمجموعهپرمایشوابرشناسیتعریفنمود.این

      (   ) 

،پرمایش     بهازایهرنقشینهکه

          

(   )(   ) باتعریف دادهباشد،   دریکنقشینه (( ) )( )  

 .شودمی

ترکیب نگاشتچون هستند،های هموار همچنان هموار های

نگاشتوابرشناختیفضاهای با تشکیلهایهمواربیهمراه شان

1وابرسان      هاییختی[.یکر6,1,15دهند]می      یکرسته

می نامیده یک دیگر، عبارت به و وابرسانشوند. هموار نگاشتی

.دوسوییباوارونهمواراست

وابرسانبه که یکنگاشتدوسوییهموار عنوانیکمثالاز

می نباشد، همانی نگاشت فضاهای            توان بین

  وابرشناختی بهترتیب  و گسستهوناگسستهوابرشناسیبا

 درنظرگرفت. روییکمجموعه

،      وابرشررناختیبرررایفضرراهای.([6,1,59]):3.2گزززاره 

  نگاشتترکیب

     (   )    (   )    (   )  (   )       

  .همواراست 

اسرت.یرکوابرشرناختییکفضرای   فرضکنید: 3.10تعریف 

 عبرارتاسرتازیرکزیرمجموعره   از وابرشناختیفضای زیر

کرهتوسرطمجموعره زیرفضایی وابرشناسیمجهزبره     

شرود.درایرنتعریرفمری   برامقرادیردر   هرادرهمهنقشرینه

.همواراست      وضعیت،نگاشتشمول

 و  وابرشناختیبینفضاهای     نگاشت :3.11تعریف 

وهرگاهاست 3فرورانشیک   بودههموار ازایپوشا به و

      هرنقشینه و از ،یکهمسایگی   هربرای،

 .       کهیافتشودچنان     یکنقشینه

ریختشناسریداراییک   وابرشناختیهرفضای:3.13تعریف 

 هدرآنیرکزیرمجموعرهاستکریخت   موسومبه(توپولوژی)

باز ( )   ، در   هایبازاستاگربهازایتمامنقشینه    

شروند.درایرننامیردهمریبزاز  ذاتریریخرتباشد.بازهایاین

 .هایهموارپیوستههستندوضعیت،نگاشت

 
1
 Diffeomorphism 

2Subduction 

ی هموارهاخمینه:3.12مثال  : بعدمتناهیخمینههر از هموار

پر گرفتن نظر در بهمایشبا هموار نقشینههای بهعنوان طورها،

هایبیناست.درهموارینگاشتوابرشناختیطبیعییکفضای

چهبهمفهوممعمولآنوچهمفهومهاخمینه آن،وابرشناختی،

تر،هرمدارینهازاینکلی.راببینید( [6,4,3]) تفاوتیوجودندارد

 بهوابرشناسیبا شده کارتتولید یکفضایوسیله مدارینه های

[(.1به]دی)رجوعکناستوابرشناختی

6]گونهکهدرهمان فرورانش [2,16, هایبیننشاندادهشد،

پوشانندهدامنه دقیقاً دامنهپوشا3هایها بین هستند.های

در می[13]همچنین، اشاره که شود بینپوشاپوشانندههر

بهدرای هایکفرورانشاست.خمینه صورتزیرنجاایننتایجرا

کنیم.میاثباتوتکمیل

کیهمواریهاخمینهنیب     نگاشت: 3.14گزاره 

.پوشاباشدپوشانندهکیفرورانشاستاگروتنهااگر

قضریه,14]یبررشموضرعهیحکمازقضنیاثباتایبرابرهان:

کیرر     دیررابترردافرررضکن.میکنرریسررتفادهمررا[.4,26

نیردرا. است( )  کارتحولکی      و    فرورانشو

(( ) )   بازیگیهمساکییصورتبهازا   نهیونقش      

 . میدار       
  
   

میپساگرقرارده    

      (  )،

     رونیزابودهوا     هموارازیبرشموضعکی      نگاشت

.پوشانندهاستکی

پوشانندهپوشااسرت.فررضکی          دیبرعکس،فرضکن

نیدرا( )    و       است،نهینقشکی        دیکن

یگیهمسراکییشدهروفیتعر        صورتنگاشتهموار

 دیقرارده.      چنانموجوداستکه     باز

      ( ) 

یانهیکرهنقشر        واسرت     بازازیارمجموعهیزکه

اکنونباتوجهبه.        نوشتتوانیمنیبنابرا.است  در

 .فرورانشاستکی   ،ییفرضپوشا

چنبرهگنگوابرشناختیهاازفضاهایترینمثالیکیازمهم

 :است

خارج    عددیگنگو   فرضکنید:چنبره گنگ:3.15مثال 

تحرت   خرارجقسرمت ،   اسرت؛یعنری (    )   قسمتی

 :صورتزیراستبه ارزیرابطههم

طوریوجودداشتهباشندبه       اگروتنهااگر      

             که

 
3Submersion 
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شودکهیکبدینصورتتعریفمی    رویوابرشناسیساختار

یکنقشینهدر      پرمایش به    ، اگر تنها و استاگر

یکهمسایگیباز   ازایهر وهمچنیننگاشت   از     ،

چنانیافتشوندکهبیندامنه       هموار ،       ها

دهد.چنبرهقسمتیرانشانمینگاشتخارج        کهجایی

 یکفضای از وابرشناختیگنگمثالی که نیست1خمینهاست

تمرین6)] ببینید(74, را ساده.[ یکدلیل البته دارد:تر وجود

 6]طبق تمرین ,55] ریخت ، گنگ بدیهیریختچنبره

خمینه.بنابرایناگرفرضکنیمچنبرهگنگیک)ناگسسته(است

صفربعدیخواهدبودکهاینوابرشناختیفضایاست،آنگاهیک

اینباهمیناستدلال،ضاست.درتناق[49,تمرین6]بامطلب

همنیست.مدارینهوابرشناختیفضای

 ای حجره همانستگی -3-1

حجررهایرویفضراهایهمانسرتگیومانسرتگیدراینبخرش،

 .رامرورمیکنیموابرشناختی

وابرشرناختییکفضای   فرضکنید(.[6,6,58]):3.16تعریف 

گفتره   در حجزره    ،یرک  به     است.هرنگاشتهمواراز

نشانداده ( )     با   هایدرحجره   شود.مجموعههمهمی

شرردهتوسررطعنرروانگررروهآبلرریآزادتولیرردبرره( )    .شررودمرری

زنجیرهززای    درنظرررگرفتررهشرردهوعناصرررآن ( )    

شروند.درواقرع،یرکنامیردهمری   باضرایبدر    در ای حجره

 خطیمتناهی   صورتیکترکیببه   ایحجرهزنجیر   

  ∑  
 
    

 .است      و ( )        با

    ،         ،        ( )  2ریزدرونتوابع

 :شوندصورتزیرتعریفمیبه

     ( ) (       )  (         )     

        ( ) (       )  (                   )  

                       ( ) (       )  (         )  

( )     عملگر[6,6,59]طبق    شدهتوسطداده ( )     

   ∑  
 
  ∑  

 

   
(  )      ( )      ( )  

∑   برای :یکعملگرمرزیاست؛یعنی ( )        

    2  

 
ناختیموضعاًاقلیدسیبراصورتفضاهایوابرشهابهدراینبحثخمینه1

اند.بعدمتناهیدرنظرگرفتهشده
2Injection 

عبارتاست    به    از2تقلیلیک(.[6,6,62]): 3.17تعریف 

(       )   با         ازهرافکنش کره (         ) 

هااسرتوایازاندیسزیرمجموعه                  درآن

ازایاسررتاگررربرره4 تباهیززده   حجررره   یررک            

صحیحوویکعدد    به    از    ویکتقلیل    حجره   یک

        ،داشتهباشیم نامنفی

     رابا   در های تباهیده حجره   مجموعه
نمایشداده ( ) 

     شدهتوسرطتولیدوگروهآبلیآزاد
   رابرا ( ) 

نشران ( ) 

   دهیم.عناصررمی
تباهیزده   ای حجره زنجیرهای    را( ) 

های،برابری   ازایبهنامیم.می

           
 ( )    و   

 ( )           

( )   کنریم.خرارجقسرمتیراقراردادمری    ( )   
را ( ) 

 .نامیممی   ایدرزنجیرهایحجره  از یافتهگروه تقلیل

–،مرزهر   برایعددصحیحونامنفی ایزنجیرحجره 

یک حجره (   ) تباهیده، یعنی،زنجیر است؛ تباهیده ای

  (  
 ( ))      

این( )  ازاز عملگر یک به ( )   رو،

طوریشود،وجودداردبهنشاندادهمی کهدوبارهبا( )    

  کهنمودارزیر

 

 تویبه ( )   تصویریطبیعیاز    جاییباشدکهدرآنهجاب

 نیزدرشرطمرزی جدیدعلاوه،اینعملگراست.به ( )   

    2 

می ]صدق 6کند زنجیر6,62, مجتمع یک ترتیب، این به .]

ای حجره مانستگیوابستهبهآنمانستگیداریمکه(  ( )  ) 
 با    وابرشناختیفضای و شده داده ( )   خوانده نمایش

 .شودمی

هموار هر        نگاشت فضاهای یکاختیوابرشنبین

( )      همریختی  باضابطه( )   

  (∑  
 
   )  ∑  

 
  (   ) 

 کند.ایالقامیزنجیرهایحجره   هایگروه بین 

–: 3.18گززاره   حفر     ایتباهیردهتحرتزنجیرهرایحجرره 

.          علاوهبه.شوندمی
 

3Reduction 
4Degenerate 
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داریم       تباهیده   حجره   برای:برهان

  ( )    ( 
    )  (     )     

اسرت.اکنرونبراتوجرهبرهتباهیرده   حجرره   کهحاصلیک

ایتباهیردهزنجیرهرایحجرره  توانگفتمی  بودنخطی   

داریم  حجره   بهازایهمچنین،.شوندحف می    تحت

    ( )  ∑  
 

   
(  )    ( )    ( )    ( )    ( )  

                   ∑  
 

   
(  )        ( )        ( )  

                          (∑  
 

   
(  )      ( )      ( ) ) 

                            ( )  

ازایایبررهچنرریننتیجرره     بررودنخطرری   سرررانجاماز

ایبرقراراست.ایتباهیدهزنجیرحجره  هر

( )      تعریرفخروشیکهمریختیبنابراین    ( ) 

از یافترههرایتقلیرلوهینگربدهیمنشانمی    باآنراکهدوباره

– بهگونهایکه  آیددستمیایبهزنجیرهایحجره 

             

زیرمکعبپس

 

یافتههایتقلیلرویگروه         تساویجابجاییاستو

بهرسته      گونازرستهاینمنتجبهیکتابع.نیزبرقراراست

،همچنرینشرود.هایآبلیمریازگروه       یریهایزنجمجتمع

( )       یررکهمریخترری   نگاشررتهمرروار بررین( )     

 .کندایجادمیمانستگیهایگروه

 براضررایبدر   ای زنجیرهای حجره هم-  گروه :3.12تعریف 

( )   بانماد    شرودوازدادهمینشان (  ( )  )     

( )     هایهمریختی با   

      ( )    (    ( )  ) 

ترابعیوابرشناسریمجهزبه ( )     شود،کهدرآنتشکیلمی

 .است

یکیکریختیطبیعیبین( )        تناظرتواندیدکهمی

 .کندتعریفمی (  ( )    )   و ( )   هایگروه

ای  جزره حجیرهزای  نز هزم   از ( )   گرروه :3.30عریزف  ت

هررایوسرریلههمریخترریبرره   برراضرررایبدر   یافتززه تقلیززل

       بررا ( )     
 ( ) شررودکررهآنرابرراتعریررفمرری   

 .دهیمنیزنمایشمی(  ( )  )     

  مرزییکعملگرهم عملگرمرزی

    ( ) ( )   باضابطه( )        (  ) 

درنتیجه.[6,63,6]       شودکهمشاهدهمیکند.القامی

همانستگیومتعاقبآنیک (  ( )  ) زنجیرییکمجتمعهم

   ضرایبدربا   برایفضای ( )   ای حجره همانستگیبهنام

آید.میدستبه

     هموارهرنگاشت: 31.3گزاره  برهمریختیعقبیک،

       ( ) حجرههم  هایگروه بین( )    ایزنجیرهای

( )  توسطیافتهتقلیل طوریکهکندبهایجادمی      

           

داریم( )        واضحاست.برای  تعریفیخوش:برهان

  (     )  (     )      

                                              

                              (  )+  (  ). 

2,18گزارهبهکمک یکهمریختیاست.همچنین   بنابراین

:تواننوشتمی

    ( )( )       ( ) 

                            (    )( ) 

                            (    )( ) 

                              ( )( ( )) 

                                     ( )( )  

 دورام همانستگی -3-2

وابرشناختیدورامرویفضاهایهمانستگیدیفرانسیلیوهایفرم

.هستندبدونهیچمشکلیقابلتعریف

روی   فررمدیفرانسریلی   یرک(.[6,6,28]) :3.33تعریزف  

   عبارتاستازتناظریکهبههرنقشرینه  وابرشناختیفضای

دهردنسبتمری   رویدامنه ( )  فرمدیفرانسیلی   ،یک در

(   ) کهدرشرطسرازگاری ،بررایهررنگاشرت( )    

برربریننگاشرتعقرب    کنردوهاصدقمریبیندامنه   هموار

 .هااستهایدیفرانسیلیرویدامنهفرم

فرم   همهمجموعه فضای روی دیفرانسیلی وابرشناختیهای

مجموعهدهینمایشمی ( )   بارا     عمل ( )   م. هایبا

  :شدهتوسطتعریف

        (    )( )   ( )    ( )  
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                        (   )( )     ( )   

تشکیلیکفضای در   هایونقشینه ( )        ازایبه ،

 .دهدبرداریحقیقیمی

نیز   وابرشناختیاهایبینفض       نگاشتهموار و  و

عقب ( )     دیفرانسیلیفرم    بگیرید. نظر در    بررا

 :صورتدهیمبهنشانمی ( )   کهبا   توسط

(  ( ))( )   (   ) 

می 6])شودداده ببینید([6,32, نگاشترا یک ترتیب، بدین .

خطی

        ( )    ( ) 

 نام میفرم   بین بر عقببه پدید دیفرانسیلی اگرهای  آید.

        (   )  نگاشتهمواردیگریباشد،آنگاه       

آن دیگر،.      کهضمن عبارت فرمعقببه هایبر

تابع یک پادورددیفرانسیلی رسته    گون رسته      از به

 .کندارائهمی فضاهایبرداریحقیقی

( )     هایدیفرانسیلیفرم مشتق خارجی برای ( )     

 توسط   در   هایونقشینه ( )     هر

(  )( )   ( ( )) 

آنتعریفمی در که دیفرانسیلفرم(( ) ) شود. روی ( )  ،

م   دامنه شرطهم   شتقخارجیاست.        مرزیدر

می این.کندصدق هم،رواز مجتمع که زنجیرییک داریم

همانستگی مجتمع این به فضای دورام همانستگیوابسته

با   وابرشناختی و شده       نامیده
می ( )   شودنمایشداده

   ومشتقخارجی    بر.ارتباطبینعقبراببینید([6,6,73])

 (:[6,6,34])شودجاییزیرمشخصمیهتوسطنمودارجاب

 

 وابرشناختیها روی فضاهای  بافه -2

بافه معرفی جهت فضاهای روی یکوابرشناختیها است لازم ،

هامعینشودکهدراینجاتوپولوژیگروتندیکرویرستهنقشینه

می آن بابه را بحث برپردازیم. شروعنقشینهرستهمروری ها

 .کنیممی

هززای یززا فضززای  رسززته نقشززینه) (.]15[) :2.1تعریززف 

مفررروضاسررت.رسررته   وابرشررناختی(.فضررایوابرشززناختی

   هایدهیم،نقشینهنشانمی( )        راکهبا   هاینقشینه

   عنواناشیادربرداردویکریختاررابه
 

 هایبیننقشینه  

  جاییهعبارتاستازیکمثلثجاب     و      

 

 هااست.نگاشتیهمواربیندامنه   ،کهدرآن 

از         اگر یعنی،       تحدیدی       باشد،

    صورتریختارشمول،دراین       و
 

شدهتوسطداده  

به        طبیعیشمول شد. خواهد بهحاصل ازایخصوص،

باازنقشینه         یکخانوادهسازگار ،ریختارهای بیشینهها

    شمولکانونی
  

 .راخواهیمداشت  

اینج رستهنقشینهدر بهیکپیشا را تجهیزگروتندیکریختها

 .[بیابید7نیددر]توارامیریختکنیم.جزییاتتعریفپیشمی

اسرت.وابرشرناختییکفضای   فرضکنید(.]12[) :2.3گزاره 

هاهایسازگارازنقشینهصورتخانوادهبه   هایهرنقشینهپوشش

( )     گروتنردیکرویرسرتهریخرت،یکپیش بیشینهبا

  .کندتعریفمی

   وابرشناختیهاییکفضایرستهنقشینه(.]12[):2.2تعریف 

مقزر  شدهدرگرزارهقبرلراگروتندیکارائهریختمجهزبهپیش

 .دهیمنشانمی        نامیدهوبا   های  نقشینه

هابافهصورتپیشبهوابرشناختیهارویفضاهایهاوبافهبافهپیش

 .شوندهامعرفیمیهارویمقرنقشینهوبافه

یرک      ( )       گرونهرتابع(.]12[) :2.4تعریف 

اسرت.نگاشرت   وابرشرناختیهارویفضرایمجموعه بافه پیش

   متناظرباریختار
 

( )     رابا   دادهوآننشران ( )  

    نامیم.اگرمی   توسط بر عقبرا
 

یکریختارشمولباشد،  

 .دهیمنمایشمی      رابا   توسط ( )    ضوبرهرععقب

هرارویفضرایازمجموعره   بافزه یرک(.]12[): 2.5تعریزف  

وهرر   ایاستکهبرهازایهررنقشرینهبافهپیش  وابرشناختی

  ،دنباله هاباسوپریممازنقشینه         سازگارخانواده

 ( )  ∏ (  )

   

 ∏  (      )
(   )    

 

 باشد،1یکبرابرساز

)پیش(     مشابه، طریق بهبافهبه دیگر مقادیر با درهای ویژه

تعریفکرد.وابرشناختیتوانبرایفضاهایهایکاملرامیرسته

 
1Equalizer 
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ارائهخواهد3,9 هایآبلیدرتعریفحالتیازاینمفهومبرایگروه

ریختار.شد )پیش(های بافهبین فضاهای روی وابرشناختیها

 .شوندهاتعریفمیگونتوسطتبدیلاتطبیعیبینتابع

رویفضررای   بافررهپرریش هززای بززر (.]12[): 2.6عریززف ت

نشان ( )   کهآنرابانماد   عبارتاستازحد   وابرشناختی

 .دهیممی

اهای هزای دیفرانسزیلی روی فضز    فزرم ).(]12[): 2.7مثال 

 اسرتووابرشرناختییرکفضرای   (.فرضکنیردوابرشناختی

–فضایبرداری( )      هرایدیفرانسریلیرویدامنرهیرکفرم 

   دهد.تنراظریکرهبرههررنقشرینهرانشانمی   در   نقشینه

   وبههررریخترار ( )   فضایبرداری
 

هرا،بریننقشرینه  

( )      هرایدیفرانسریلیمبرفررهمریختیعقب را ( )   

کرهشرودیوضروحمشراهدهمربره کند،یکبافهاسرت.وابستهمی

–یبررداریفضاقاًیدق  بافهیهابرش یلیفرانسریدهرایفررم 

( )   ،یعنیهستند؛ یرو    ( ) .

، وابرشرناختیایرویفضر   بافهبرایپیش.(]12[: )2.8قضیه 

گیریمکهراچنیندرنظرمی  ریخت  رویفضای   بافهپیش

 هرایازبررش ( )     مجموعره   از   باز  بههرزیرمجموعه

دهرد.درهرارانسربتمریهراتحدیردهایبررشوبهشرمول    

 نگراهباشرد،آ   وابرشناختییکبافهرویفضای   صورتاگراین

 است.   ریخت  یکبافهرویفضای   

مفاهیمیکهتمایز رویبافهیکیاز ازوابرشناختیفضاهایها را

بافهاستکهمفهومشبه،دهدنشانمیریختفضاهایهارویبافه

 ایم)برایتوضیحاتبیشتررجوعکنیدبهجابهآننپرداختهدراین
]12[). 

 همانستگیهای  و نظریه های آبلی بافه )پیش( -2-3

بافهبافهتعریفپیش و بازیابیهایآبلیبههایگروهها صورتزیر

گونهکهشود.همانمی هابامقادیردراشارهشد،تعریفبافه قبلاً

هادرپذیراست.اگرمقادیربافهضربامکانهایدارایحاصلرسته

شرطبرابرسازیبهشررستهگروه طدقیقبودنهایآبلیباشد،

 :شودتبدیلمی

هررایآبلرریرویفضررایگررروه بافززه پززیشیررک: 2.2تعریززف 

گونعبارتاستازیکتابع   وابرشناختی

        ( )      

ازایهررایاستکهبرهبافهپیش  هایآبلیرویگروه  بافهیک

  ،دنباله بیشینهاهابسازگارازنقشینهوهرخانواده   نقشینه

   ( )  
 

∏ 

   

 (  )  
 

∏  
(   )    

 (   ) 

کهدقیقباشد،جایی

 ( ) (  )   و                              

         (  )    (  )
  

[ نتیجه16طبق و2,1,2, ] [16 نتیجه ,2,2,3 هایرسته[،

بافهبافهپیش و    وابرشناختیهایآبلیرویفضایهایگروهها

رسته میتشکیل آبلی میهای بنابراین، مفاهیمی تواندهند. از

واکافتهایهممانندمجتمع اینرسته1 هازنجیریو سخندر ها

 .گفت

  وریختارهای   رویهاهردنبالهدقیقازبافه: 2.10تعریف 

        
 

   
 

        

بافه واکافتیک    وابرشناختیهایآبلیرویفضایگروه از

 .است

هرایبافرهازپیش (    ) زنجیری مجتمع همیک: 2.11تعریف 

عبارتاستازیکدنباله   وابرشناختیهایآبلیرویفضایگروه

  وریختارهای   هارویهبافازپیش

          
 

   
 

          

ریختاربه باشد. صفر متوالی ریختار دو هر ترکیب که  طوری

 .شودنامیدهمیمرزی عملگر همامین- ،          

 در   ازایهرنقشینه،به(    )زنجیریبرایچنینمجتمعهم

گروه (   ( )  ) زنجیریهممجتمع داریم.از را آبلی های

نقشینه (  )   بافهپیش هر به  در   که گروه- ، امین

می (   ( )  ) زنجیریهممجتمعهمانستگی نسبت دهد،را

  (  )( ) را(( )  )    ،    همانستگیبافه  پیشامین

هم مجتمع همچنین، (    ) زنجیریاز یک (    )گوییم.

  هاهایبرشازگروه (      ) زنجیری وابسته مجتمع هم

           ( )     ( )       ( )        

   داردکه  نمایشداده (   )  آنباهمانستگیامینگروه

.شودمی

 ادامه همانستگیدر فضاهای قالبوابرشناختیهای در را

 .کنیممطرحشدهدراینزیربخشتشریحمی

 دورام همانستگی -2-2

کنید    فرض فضای بافهوابرشناختییک از   هایاست.

هاهمراهبارادرنظربگیرید.اینبافه 3,7 هایآبلیدرمثالگروه

هم مشتق            زیمرعملگرهای از هایمتشکل

 
1Resolutions 
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   خارجی
    ( ) فرم ( )      رویاز دیفرانسیلی های

 .سازدمی (    )  زنجیریهایکمجتمعهمدامنهنقشینه

هرایازگرروه (      ) زنجیریوابستهمجتمعهم: 2.13گزاره 

هرایدیفرانسریلیرویزنجیرریازفررمعهرمهادقیقاًمجتمبرش

وابسرتههمانستگیهایاست.بنابراین،گروه   وابرشناختیفضای

    دورامهمانسرتگیهرایباگرروه (   )  
   ازفضرای ( ) 

  .ندامنطبق

  ت.اثباتواضحاس:برهان

  دنباله: 2.12گزاره 

               

استکهاینبافهبههرنقشینه   هایکواکافتازبافهثابتبافهاز

مقادیردر   در   ثابتبا را ( )    روی   گروهتوابعموضعاً

.کندمتناظرمی

واکافتبودندنبالهمذکوربدینمعنااستکهدرحقیقت:برهان

نقشینه دامنه روی بتوانیم یک برعقببرایموضعیجوابها،

می داده عملگرها توسط که دیفرانسیلی داشتهمعادلات شوند،

باشیم. میاما پوانکاره، لم عقبجوابیتواناز معادلاتبرای بر

دامنهتعریفبهدیفرانسیلرویگردایهنقشینه صورتیکهایبا

 .بنابرایندنبالهفوقیکواکافتاست.گویبازداشت

 ای حجره همانستگی -2-4

است.برایهرعددصحیحووابرشناختییکفضای   فرضکنید

درنظربگیریدکهبههرنقشینه   روی   بافه،پیش نامنفی را

گروه      ،   ( ) ریختار (  ( )  )      بههر و

  
 

هم  عقب، ( )      برریختی نسبت ( )    را

می پیشدهد. همبافهاین عملگر با همراه توسط   مرزیها که

هم ( )      مرزیعملگرهای دامنه ( )      روی

می   هاینقشینه همتعریف مجتمع یک تشکیل زنجیریشود،
 .دهندمی (    )

شدهتعریف   هایصورتنگاشتبه ( )    عناصر: 2.14توضیح 

هسرتندکرهبرههرر   وابرشرناختیازفضرای   ابرشناسیوروی

( )  ،یک در   نقشینه ( )  برا ( )   بررای (( ) )   

   هرریختار
 

کننرد.فررضکنیردها،متناظرمیبیننقشینه  

اسرت ( )      هرایزیرمجموعهمتشرکلازبررش( )   

 دیدایکهتحگونهبه

      ( )     ( )    (  (     )  ) 

ترابعیهسرتند.وابرشناسریهموارباشدکهدرآنفضاهامجهزبه

استچندانسخت ( )    زیرگروهیاز ( )    کهبررسیاین

 .است (      ) یکزیرمجتمعاز (      ) ،رونیستوازاین

هرایباگرروه ( )   ایحجرههمانستگیهایگروه: 2.15گزاره 

ریخرتیک (      ) وابستهبهزیرمجتمع (   )   همانستگی

  .هستند

( )     نگاشت:برهان  وسیلهرابه ( )    

 ( )( )    ( ) 

توجهشودتعریفمی درواقع،     یکعنصر ( )  کنیم. است.

نقشینه (     )       و ( )         فرضکنید

صورتهستند.دراین

 ( )(   )    (   ) 

درنقشینه گزاره   ای طبق  ترکیبنگاشت 2,9 استچراکه

راست.واضحنیزهموا ( )     به ( )  همواراست.پستحدید

یکبهیک   کهریختیاست.برایمشاهدهاینیکهم   استکه

فرضکنید ( )   است، این ( )      ازایهب    صورتدر

داریم( )      هر برای ،  ( )( ) نتیجه    در و
  ( )     

فرضکنید ( )       نگاشت ( )       اکنون را   

( )  توسط تحدیدتعریفمی (   )( )   چون به   کنیم.

 علاوه،خواهدبود.بهنیزهموار  همواراست،( )    

  (    )   (    )(   )

                    ( ( ))(   ) 

                     ( )(  )      

       دیگر،بهعبارت
 ( )  یک ،روازاین   

      (  ( )  ) 

( )( )   کندکهراچنانالقامی    سرانجام   

     ( )( )       ( )

                        ( ) 

                      (  )( ) 

                                    ( )( )   

 .ریختهستندیک (   )   و ( )   همانستگیهایگروهپس 

 چخ همانستگی -2-5

 

روی  چخباضرایبدرپیشبافهآبلیهمانستگیبرایمعرفی

داشت:رویکردهایزیرراتوانمی وابرشناختییکفضای

 

1 همانستگی. ضرایبدر با XریختD رویفضایΣAچخ

) ببینید3,8قضیه با).را مرتبط بیشتر دیدگاه طلاعاتااین

.استموضعیرویفضا

2 نقشینههمانستگی.        هاچخرویمقر بهاینکه منجر
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باتناظر̌  پیشبافه

    ̌(   ( )   ) 

یبضراچخباهمانستگی(   ( )   )̌  میشودکهدراینجا

یعیطبیلتبدیکاست.( )   یرو  در

      ̌ 

یکریخترییرک بافهباشد،یک  یچنانموجوداستکهوقت

دادهشردهیبرااطلاعراتموضرعیردگاهدیرناخواهدبود.یعیطب

 سروکارداردونهخودفضا.ینهرنقشهیرو توسط

صرورتایرندر.اسرت ازباز پوششیک کنیدفرض.3

 در نقشرینههررتعریرفدامنرهازپوششیک       

یررک، در نقشررینههررربرره(     )̌  تنرراظر.بررودخواهررد

چرخزنجیرریهرممجتمرع(     )̌  آندرکهاستبافهپیش

̌    ریختارهایاگر.است  بهوابسته( )   روی      ̌

یکبگیریم،نظردرراهانقشینهدامنهرویمرزیهمعملگرهایاز

̌  ) زنجیریهممجتمع (̌   )   همانسرتگیهرایگرروهو(  

ازمناسباینسخهعنوانهبتواندمیدیدگاهاین.شدخواهدحاصل

.شودگرفتهنظردروابرشناختیفضاهایرویچخهمانستگی

 گیری  نتیجه -4

روبافه باوهانهیبرحسبنقشوابرشناختییفضاهایها سازگار

گونهکهنشاندادهشد،همانشوند.معرفیمییذاتریختساختار

مفاهیم سادهاین و توضیح در اساسی ساختنقش ارهاییسازی

رویهمانستگیهایهایدیفرانسیلیوهمچنیننظریهمانندفرم

وابرشناختیفضاهای ایندارند. چهارچوب،میرواز این در توان

ودیگر نظریهساختارها فضاهایسنتیهمانستگیهای برای را
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