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 یک گراف  گر یالی انرژی فاصله کمینه احاطه

 *2سعید محمدیان سمنانی، 1سمیرا ثابتی

 استادیار، دانشگاه سمنان -2، دانشجوی دکتری -1
 (82/89/70، پذیرش: 22/80/79)دریافت: 

 چكیده

عنوان مجمووع دو ر   کنیم. انرژی فاصله یالی به را معرفی می        لیگر یا انواع انرژی یعنی انرژی فاصله کمینه احاطهدر این مقاله یکی از 
ایم. سرانجام، کران پایینی بورای  دست آوردهبه        های بالا و پایینی برای مطلق مقادیر ویژه ماتریس فاصله یالی تعریف ش ه است. کران

 . کنیم بیان می  گر یالی گراف  مق ار ویژه )شعاع طیفی( فاصله احاطهبزرگترین 

 

 گر یالی، انرژی گراف. گر یالی، مقادیر ویژه احاطه گر یالی، ماتریس فاصله احاطه مجموعه کمینه احاطه: یدیکل هایواژه

  مقدمه -5

 8توسط ایوان گوتمن 8791مفهوم انرژی گراف اولین بار در سال 
. برای درک بهتر مفاهیم ریاضی نظریه انرژی [8]معرفی گردی  

های بالا و پایین برای انرژی  توان دی . کران را می [2-5]گراف 
 [1-85]علاوه، در بررسی ش ه است. به [6-9]یک گراف در 
، 4، انرژی کمینه پوشش رأسی3، انرژی جورسازی2انرژی برخورد

را  6گر و انرژی لاپلاسین کمینه احاطه 5گر انرژی کمینه احاطه
کمینه  1و همکارانش انرژی فاصله 9توان یافت. اخیراً، کانا می

گر رأسی  و انرژی فاصله کمینه احاطه       پوشش رأسی، 
ترتیب به مجموعه ان  که به یک گراف را معرفی کرده       

وابسته هستن    گر رأسی  و کمینه احاطه  کمینه پوشش رأسی 
است    یک ماتریس مربعی از مرتبه  . ماتریس فاصله]81-86[

شود.  در نظر گرفته می   و    فاصله بین رئوس         که درایه
ان . در مقاله  مورد بررسی درار گرفته ]87-28[جزئیات بیشتر در  

حاضر، برای نخستین بار با استفاده از مقالات مرتبط با انرژی 
گر یالی  گر گراف، انرژی فاصله کمینه احاطه فاصله و کمینه احاطه

ای  های چن جمله کنیم. برخی ویژگی را مطالعه می  گراف 
را محاسبه   راف گر یالی گ مشخصه ماتریس فاصله کمینه احاطه

های بالا و پایینی برای انرژی گراف معرفی  کنیم و کران می
 گردد. می
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است که   ماتریس مربعی از مرتبه   ماتریس فاصله یالی گراف 

ترین مسیر بین دو یال( بین فاصله )طول کوتاه      درایه 

ر ویژه مقادی           باش . فرض کنی   می   و    های  یال

صورت زیر باش . انرژی فاصله یالی به  ماتریس فاصله یالی گراف 

 شود. تعریف می

         ∑|  |

 

   

 

یک گراف ساده، متناهی، ب ون طوده،          فرض کنی  

یال با   رأس،   دارای   یال چن گانه و جهت باش . گراف 

و مجموعه یال  {          }     مجموعه رئوس 

است. زیر مجموعه   در نظر گرفته ش ه {          }     

شود اگر هر یال  گر یالی نامی ه می ، مجموعه احاطه    از    

برخورد داشته باش . هر    با ح ادل یک یال از      در 

گر یالی با ح ادل کاردینالیتی، مجموعه کمینه  مجموعه احاطه

مجموعه کمینه    شود. فرض کنی   گر یالی گفته می احاطه

گر یالی  باش . ماتریس فاصله کمینه احاطه  گر یالی گراف  احاطه

   (   )     ، ماتریس  گراف 
 که: 

(8)     {
     و    

 (     ) درغیراینصورت
  

گر  ماتریس فاصله کمینه احاطه ای مشخصه چن جمله

نشان داده                          با         یالی

همان   گر یالی گراف  شود. مقادیر ویژه فاصله کمینه احاطه می

       که  هستن ، از آنجایی         مقادیر ویژه
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صورت  متقارن و حقیقی است، مقادیر ویژه آن حقیقی هستن  و به

8غیرافزایشی
گذاری مرتب و برچسب            

 شون . می

هدای   بنددی مئدهله و بر دی ویژ دی    فرمول -2

  ر یالی اساسی ماتریس فاصله مینیمم احاطه

گر یالی را  ( انرژی فاصله کمینه احاطه5در ابت ا برای شکل )

 .کنیم بیان میکنیم، سپس برخی نتایج مهم را  محاسبه می

یک گراف همبن    فرض کنی  [ 84]: 5-2تعریف 

باشن ،   دو یال گراف            و            باش ،

 با:   و    فاصله بین دو یال 

              {                     

                 } 

گاه، دو یال با هم مجاور  آن ،           شود. اگر  تعریف می 

 هستن .

 
  : گراف 5شكل 

 (2گر یالی شکل ) های کمینه احاطه مجموعه:2-2ثال م

     
  {     }             

  {     } 

       
  {     }         

  {     } 

  هستن . سپس، با انتخاب 
 داریم {     }  
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 ای مشخصه ماتریس فوق جملهچن 

                          

        

 :صورت زیر محاسبه ش ه است های آن  به باش  که ریشه می

 
1Non-increasing 

                    
                       
          
          

            
           

 

گر یالی برابر است با  بنابراین، مق ار انرژی فاصله کمینه احاطه

               . 

  گر  و برای مجموعه کمینه احاطه
 داریم {     }  
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  گر یالی نسبت به  انرژی فاصله کمینه احاطهمق ار 
  ،

 باش . می                

گر یالی گراف  گیریم انرژی فاصله کمینه احاطه بنابراین، نتیجه می

 گر منتخب بستگی دارد. به مجموعه احاطه  

، مق ار انرژی فاصله    برای هر ع د صحیح  :3-2قضیه 

 است.  گر یالی گراف ستاره برابر با  کمینه احاطه

گراف ستاره با مجموعه یال        فرض کنی   اثبات:

   گر  توان مجموعه کمینه احاطه باش ، می {          }  

          که    یک مجموعه تک عضوی از هر یال را 

 گاه . آن{  }   باش ، انتخاب نمود یعنی  می

    (      )=(
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 ای مشخصه آن چن جمله

                          

 شود زیر تعریف میصورت  و طیف آن به

              (
  
    

)  

گر یالی برابر است با         بنابراین، انرژی فاصله کمینه احاطه

                                                                       . 
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و   گرافی با مجموعه رئوس   فرض کنی   -4-2قضیه 

 گر یالی آن و مجموعه کمینه احاطه   باش  و   مجموعه یال 

                              
  

                       
       

         

 گاه: باش ، آن  ای مشخصه گراف  چن جمله

         

 

         |  | 

 

         (
|  |
 

)  ∑(   )
 

   

 

        

 (
|  |

 
)  ∑ {∑[(   )

 
∑    

          

]

 

   

}

   

   

 

  ∑           

         

 

شود که  نتیجه می         مستقیماً از تعریف     اثبات: 

    . 

        که مجموع عناصر روی دطر ماتریس  از آنجایی     

های  ی زیرماتریس های همه ، مجموع دترمینان|  |برابر است با 

معادل است با تریس         ماتریس      اصلی 

 برابر است. بنابراین: |       |که در حقیقت با         

        |  |  

های  زیرماتریس  برابر است با دترمینان همه        مق ار       

 ، یعنی:       از ماتریس      اصلی 
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 (iv)  برابر است با:   مق ار ضریب 
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  با مجموعه رئوس یک گراف ساده   فرض کنی   :1-2قضیه 

مجموعه کمینه    و  {          }  و مجموعه یال 

مقادیر ویژه            گر یالی آن باشن . اگر  احاطه

 گاه: باشن ، آن        

   ∑  

 

   

 |  | 

    ∑  
 

 

   

 |  |   ∑   

 

   

 

        دانیم که مجموع مربعات مقادیر ویژه  می    اثبات: 

 ، بنابراین:        برابر است با تریس 

∑  

 

   

 ∑    |  |

 

   

 

 

برابر         طور مشابه، مجموع مربعات مقادیر ویژه  به     

 . بنابراین،        است با تریس 
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  رأس،   دارای   فرض کنی  گراف )کران بالا(:  6-2قضیه 

 گاه گر یالی آن باش . آن مجموعه کمینه احاطه   یال و 

        √ ( ∑(   )
 

   

 |  |) 

رأس،   دارای   فرض کنی  گراف )کران پایین(:  7-2قضیه 

گر یالی آن باش . اگر  مجموعه کمینه احاطه   یال و   

 گاه: ، آن|            |  

[       ]  √|  |  ∑(   )
 

   

        
 

  

دارای مجموعه   فرض کنی  گراف  )قضیه تقارن(: 8-2قضیه 

گر  باش . اگر انرژی فاصله کمینه احاطه   گر یالی  کمینه احاطه

 گاه: یک ع د گویا باش ، آن        یالی 

                 . 

یک گراف همبن  باش ،   فرض کنی  [ 22]9-2تعریف 

8یالی -شاخص وینر
ها )در گراف خط(  عنوان مجموع فاصلهبه  

 تعریف ش ه است، یعنی:    های  بین همه جفت یال

      ∑    

{     }  

  

بزرگترین مق ار ویژه ماتریس فاصله       اگر : 51-2قضیه 

 گاه: باش ، آن        گر یالی  کمینه احاطه

      
      |  |

 
 

 است.  یالی گراف  -شاخص وینر      که 
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