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 چکیده

های سامانه موردنظر را توصیف  طوری که آن گراف بعضی خاصیتتوان یک گراف نسبت داد، به دانیم که به هر سامانه دینامیکی می می

ها را بررسی کرد. همچنین با  پذیری سامانه توان شرط لازم و کافی مشاهده دهیم با استفاده از نظریه گراف می ه نشان میکند. در این مقال می

های  دست آورد. برای این منظور ابتدا روشهای بزرگ و پیچیده به توان نتایج خوبی در مورد سامانه انتخاب مناسب خواص گراف مربوطه می

و ترکیب  بالا، از تجزیههای پیچیده و مقیاس  های معمولی با مقیاس پایین در نظر گرفته شده و سپس برای سامانه هساده برای بررسی سامان

 شود. باشند، استفاده می که خوش تعریف می

 گراف پذیری، نظریه مزدوج آفین، مشاهده هایساختار سامانه: کلیدی هایواژه

 مقدمه -1

های دوخطی با مشکلات  پذیری سامانه دانیم که در مشاهده می
کنیم. در بسیاری از مسائل علوم و مهندسی  زیادی برخورد می

شود، معمولا با  تر برای سهولت کار استفاده می ریاضیات عمیق
 [7]تری انجام داد  توان بررسی دقیق استفاده از نظریه گراف می

غیرخطی هستند که بیشتر  اه در علوم و مهندسی اکثر سامانه
ها انجام شده است. در این مقاله هدف بررسی  ها روی آن بحث

توان  باشد. معمولا می می مزدوج آفین های نظریه سامانه
 های کنترل غیرخطی را با دینامیک زیر بیان کرد. سامانه
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f g g g پذیر پیوسته از مشتقهای نگاشت
n n توان در مورد  . روش معمول دیگر که میباشند می

های کنترل خطی متغیر با زمان آن بحث کرد سامانه
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است. همچنین اگر معادله خطی  

)متغیر با زمان )x F t x را در نظر بگیریم، که( )i ig t B x 
های ثابت با ضرائب دلخواه  ترکیب خطی متناهی از ماتریس

 شود:  این راه به تعریف زیر منجر می 7باشند. می
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,های ثابت ماتریسکنیم  فرض می , , ...,1 2A B B Bm درn n و

u U طوریکه هستند به کنندهکنترل( )
m

u t   که

 نامیم. می nسامانه کنترل دوخطی روی

های کنترل دوخطی  برای کسب اطلاعات بیشتر در زمینه سامانه

)متغیر با زمان ) ( ) (t)xx A t x u t B  توان به مرجع می

 مراجعه کرد. [5]

 :صورت زیر بیان کردتوان به سامانه دوخطی را میدرحالت کلی 

( ( ) )x        =-                                  (3)
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m
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 شود. که سامانه کنترل دوخطی متقارن نامیده می

با جمله کنترل  Axهای کنترل دوخطی، جمله در میان سامانه

0 0u B x اگر ،
0B A های  باشد، کنترل ثابت است. سامانه

بررسی  [9]توان در  معرفی شده که میموهلر وسیله دوخطی به

 کرد.

کامپیوتری سازی  توان با شبیه ( را اغلب می7یک مدل غیرخطی )

سازی و با استفاده از نظریه  کنیم با خطی ما سعی می درک کرد،

 تری را مطرح نماییم..گراف روش ساده

)با  فتن یک حالتبا در نظر گر )f a   سامانه کنترل را ،

 سازی نمود: صورت زیر حول آن خطیتوانیم به می
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          ( )     B                       (4)

x=(Ax+a)+ ( )( )    , ,                      (5)
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 مزدوج آفین( را یک سامانه 2شده در )سامانه کنترلی توصیف

 نامند.  می

 مزدوج آفینهای  صورت سامانههای کاربردی به بسیاری از سامانه

ها بیشتر اشاره شده  به آن [4]های موهلر  باشند که در کتاب می

و زمان گسسته آن   (، آنالوگ2های سامانه ) است. همچنین جنبه

 اند.زمان بررسی شده هم

توسط  7390( ابتدا در سال 2پذیری سامانه ) نظریه مشاهده

عنوان یک سامانه دو خطی مورد بررسی به [2]موهلر و رینک در 

پذیری و  قرار گرفته است. در اینجا به کمک نظریه گراف مشاهده

های  اغلب برای استراتژی مزدوج آفین کههای  بنابراین، سامانه

 نماییم. گذاری شخصی مناسب کاربرد دارند را بررسی می سرمایه

 گراف  تعاریف اولیه -9

های غیرخطی را  دار برای سامانه جهتدر این بخش رویکرد گراف 

طوری کهکنیم. به می معرفی  رد نظر عنوان سامانه مورا به

گراف G 
ها  ای از رئوس و یال صورت مجموعهنامیم که به می 

صورتباشد. بنابراین، گراف را بهمی  ( , )G V E   بیان

های حالت و ورودی از  ها بیانگر مؤلفه طوری که رأسکنیم به می

  دهند.  ها را نشان می دار لینک بین رأس های جهت و یال

صورت یک ماتریسبه Gهمچنین ماتریس مجاورت گراف

n n که  طوریباشد به می( , )a w v vij i j
 

اگر یالو 

( , )v v Ei j   1باشدaij  0صورت در غیر اینaij  باشد.  می

باشد. بنابراین، ماتریس مجاورت یک گراف همیشه نامنفی می

یک  Aتوانیم برای یک ماتریس نامنفی برعکس آن می همچنین

 باشد مرتبط کنیم. میAدار که ماتریس مجاورت آن گراف جهت

Vصورتهای گراف را به تر رأس برای یک سامانه دقیق X Y  

}طوری که به , , ..., }1 2X x x x n های حالت و  ای از راس مجموعه

{ , , ..., }1 2Y y y y n های خروجی هستند ای از راس مجموعه ،

 صورت:ها را  به حال مجموعه یالدهیم.  نشان می

{( ) ( )}E A edges C edges
l

   
 

 که برای طوری  کنیم به مطرح می

 0,1, ...,i m  و{( , ) | ( , ) 0}A edges x x A i ji j i i  
 

و

{( , ) | ( , ) 0}C edges x y C i ji j   

)کهو جایی , )M i j  عنصرراiام از ماتریسM و( , )i jv v  یک

vدار ازراس یال جهت Vi  بهv Vj  دهد.را نشان می 

Aتحت هر  iکه تعدادچنان edgesi  منظور حفظ اطلاعات به

 ها نشان داده شده است. دار آن ها در گراف جهت مربوط به یال
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شده دار برای مزدوج آفین تعریفجهت  ( گراف7در شکل )مثال: 

 دهد.های زیر را نشان میتوسط ماتریس

 ها پارامترهای آزاد هستند.iکه در آنها

 
 (7پذیری مثال )دار برای بررسی مشاهدهگراف جهت (:1شکل )

 مفاهیم و تعاریف اولیه -4

 تعاریف و مفاهیم سامانه در مزدوج آفین -4-1

صورت زیر در نظر را به مزدوج آفین در این بخش سامانه

 گیریم. می



   11               کاشانی                    حیدرزاده لیلی مژده، دوستعلی رمضانی، گراف مهدی نظریه کمک با آفین مزدوج های سامانه پذیری مشاهده بررسی
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 طوری که:به

( ) ( ( ), ( ), ..., ( ))1 2
n

x t x t x t x tn  

)و ) ( ( ), ( ), ..., ( ))1 2
m

u t u t u t u tm  

)و  ) ( ( ), ( ), ..., ( ))1 2
p

y t y t y t y tp 
 

دهند. برای که به ترتیب حالت، ورودی و خروجی را نشان می

1, 2, ..., ,  A , ,
n n n p n p

i m B Ci
  

    

توانیم  هایی با عناصر صفر و آزاد هستند. همچنین می ماتریس

وسیله پارامترهای حقیقیپارامترهای غیر صفر به

, 1, 2, ...,i ki  را با یک بردار پارامتر

( , , ..., )1 2
T h

h      مشخص کنیم. در کل ما یک

های  گیریم اگر برای تمام سامانه ویژگی را درست در نظر می

اختاریس G 
درست باشد. 

 

 :1تعریف 

سامانه مزدوج آفین ساختار  پذیر است طور کلی مشاهدهبه

اگر یک ورودی  u t طوری که هر جفت از وجود داشته باشد به

های اولیه  حالت 1
0x و 0

0x های متناظر خروجی 1
y t و

 0
y t 0برایt  .را نتیجه دهد 

-طور کلی مشاهدهبه مزدوج آفین دهیم یک سامانه حال نشان می

 ی زیر برای آن برقرار باشد. پذیر است اگر قضیه

برای ورودی پیوسته  :9قضیه  u tمزدوج آفین ، سامانه 

ساختاری  پذیر است اگر و فقط  طور کلی مشاهدهبه 

1 : ( ( , , , ...., ))0 1T g rank O C A A A nm  

 طوری که:به

( , , , ...., ) ( , , , ..., , ...
0 1 0 1

2 1
    , , ..., , , ..., )

0 0 1 0 1 0

O C A A A col C CA CA CAm m

n
CA CA A CA A CA A CAm m




 

 [.1]برهان : 

 تعاریف و مفاهیم گراف -4-9

برخی از تعاریف و نکات در مورد گراف را مطرح در این بخش 

کنیم تا به کمک آنها بتوانیم شرط لازم و کافی برای بررسی می

 خصوص مزدوج آفین را ارائه دهیم.پذیری سامانه، بهمشاهده

نامیم بند خروجی میرا هم مزدوج آفین های یک کلاس از سامانه

به حداقل یک اگر برای هر راس حالت، یک مسیر از راس حالت 

 راس خروجی وجود داشته باشد.

نامیم را یک مسیر خروجی میpمسیر مزدوج آفین در سامانه

 هرگاه هر مسیر آن یک رأس در خروجی داشته باشد.

)دو یال  , ), ( , )1 1 1 2 2 2e v v e v v    عناصری از ،هستند

,1 2e e را-v  1,مجزا نامیم هرگاه 2 1 2v v v v  
 

همچنین دو 

1,نامیم هرگاه  میمجزا  v-یال را  2 1 2v v v v   

k  یال را-v نامیم هر گاه دو یال آن متقابلا  می مجزا-v مجزا 

 باشند.

k  یال-v ها متفاوت  های آغازین آنباشد اگر راس می مجزا

     های انتهایی مشابه دارند هایی که راس باشد ولی تمام یال

 مرتبط باشند iهای متمایز توانند به شاخصمی

 

 مجزا v-یال  9یک مجموعه با  (:9شکل )

 بدنه اصلی -3

با عملکرد جمع گروه، یک گروه لی آبلین  nفرض کنید که

 باشد.

 :4تعریف 

)اگر  , )G GL n دار ازآنگاه ضرب شبه جهتG وn  یک

:گروه لی است
n

G G طوری که ، به
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{( , ) | , }
n

v X v X G 
 

و عملکرد گروه  یک مجموعه است

 باشد.صورت زیر میبه

   , . , : (v Xw, XY)v X w Y   

 :3نتیجه 

 صورت زیر است:به 1n. عملگر استاندارد روی7

ˆ ˆ: {A : | A G, a } GL(n 1, ).
0 11,

A a n
G

n
     

 
 
 

 

x. گروه لی از همه تبدیلات 5 Ax a  آفین درn باشد. می

( , )GL n 
,n)را با  )Aff صورت نمایش استاندارد نمایش به

 دهیم.می

,n). جبر لی از 9 )Aff  رویn طوری شود. بهنمایش داده می

 که 

ˆaff(n, ) {X : | x GL(n, ), x } GL(n 1, ).
0 0
1,

,
ˆ ˆ X.Y=

0 0 0 0 0 0
1, 1, 1,

X x n

n

X x Y y X Y Xy Y x

n n n
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 [9]به استفاده از این روش دو نگاشت تصویر زیر را داریم 

ˆ ˆ:                         :            
1 2

               
1 10 1 0 1

1, 1,

n
G G G

A a A a
a A

n n

 

 

 

   
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   
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:فرض کنید که   :5 گزاره col(x , x ,..., x , x )
1 2 1

z n n


 

:بردار حالت  و برای ابر صفحه  { | 1}1L z x n  
نمایش 

 باشد که در این صورت یک سامانه صورت زیر میبه آفینگروه 

 دهد.  را نمایش می دوخطی

ˆ ˆˆ ˆ,         A= ,         (6)
0 0 0 01 1, 1,

B bA am i
z Az u B z for Bi i

i n n

  


  
  

      

 

 [.9] برهان :

xفرض کنید: 6 گزاره Ax ub آنگاه برای نمایش در ،

(n, )Aff  .داریم 

ˆ ˆ: (x , x ,..., x , x ),   (t) Bz,   (0)
1 2 1 1

z col z Az u zn n


   


 
  

 طوری که:به

0 0 0,,1 ,ˆ ˆ ˆA=    ( )
ˆ0 00 0 0 01,1, 1,

kA b A bn nn k n n
B ad B

i Ann n

 
    
    

       

 

 [.9]برهان : 

 قضیه اصلی -5 

پذیری سامانه این بخش شرط لازم و کافی برای مشاهدهدر 

)مزدوج آفین  )
 کنیم.را ارائه می 

)سامانه مزدوج آفین ساختار  :7قضیه  )
طور کلی  به 

)Gدار پذیر است اگر و تنها اگر گراف جهتمشاهده )
در دو  

 شرط زیر صدق کند:

طوری که راس آغازین . هر راس حالت همبند خروجی باشد به7

 آن در یک مسیر خروجی قرار گرفته باشد.

)Gدرمجزا  v-یال  nراس حالت دارای n. سامانه با5 ) 

 باشد.

(، آنگاه کلاس سامانه 5( و )7با برقراری شرط ) C,A  دارای

 باشد. پذیری میساختار مشاهده

این موضوع خوش تعریف است اگر و فقط اگر :برهان

, ( , )S C g rank AI C n     به عبارت دیگر، گزاره 

دار متناظر با شود که اگر در گراف جهت مطرح می ]1[در  7-74 

( ), مسیر باشد  ، هر راس حالت یک راس آغازین از یک   

)گاه آن , )g rank AI C n    حال فرض کنیم که شرایط

عنوان به] 1[از  7-74عبارت دیگر گزاره ( برقرار است. به5)  قضیه

همه پارامترها از ماتریس
0 1, ,..., mA A A فرض صورت آزاد به

 اند. شده

دهد که برای تقریبا  ( این نتیجه را به ما می5( از قضیه )7شرط )

ˆهمه مقادیر ورودی ˆ ˆ( , , ..., )0 1
T

u u u um ،داریم

ˆ ˆ( ( ... , )) ,     00 1g rank col SI A uA u A C n Sm m        

)به عبارت دیگر، اگر مزدوج آفین  ) طور کلی غیرقابلبه 
مقادیر ثابت مثبتگاه برای همه مشاهده باشند، آن

0 1
ˆ ˆ ˆ( , ,..., )T

mu u u u های  وسیله ماتریسهای خطی به سامانه
ˆ( , )A C باشند. شوند که همچنین غیرقابل مشاهده می تعریف می

این حقیقتی است که برای تمام مقادیر ثابت ورودی Âکه جایی

û افتد.  اتفاق می 

( سامانه قابل همبند خروجی نباشد، 7اگر در تناقض با شرط )

آنگاه حداقل یک سطر )ردیف( بالایی از  ˆ ,A C   در بلوک قطر
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Âllاصلی قرار ندارد. حال فرض می کنیم   
همه صفر هستند.  

حالا برای هر  ˆ ˆ, ,A C A C   
توانیم نتیجه زیر را بررسی  ما می 

 کنیم.

ˆیک مقدار ویژه از قطر اصلی بلوک فرض کنید  ˆA All ll   
 

همچنین یک مقدار ویژه از گاهباشد. آن ˆ ˆA A  و رتبه

 ˆ ,A I C n   چون سطرها با سطرهای بالا مستقل خطی

هر سامانه پذیرفتنی ] 1[در  7-74هستند. بر طبق گزاره 

   ˆ ˆ, ,A C A C
 

 پذیر باشد.تواند مشاهده نمی

( ساختار رتبه از 5اگر در تناقص شرط ) ˆ ,A C کمتر ازn  ،است

گاه برای هر جفت ماتریس آن   ˆ ˆ, ,A C A C  ،برقرار است

بنابراین،  ˆ ,rank A I C n 
 

0 برای  شود  نقض می

 تواند قابل مشاهده باشد. بنابراین، هیچ سامانه  پذیرفتنی نمی

( باهم برقرار 5( و )7کنیم، اگر شرایط ) می طور مداوم تاکیدما به

 باشند آنگاه ساختار مشاهده پذیر است.

 :8نتیجه 

پذیر است اگر و فقط اگر طور کلی مشاهدهبه مزدوج آفین سامانه

 در گراف جهت دارد و شرط زیر برقرار باشد:

 هر راس حالت همبند خروجی باشد. .7

5. g rank(col( , , ,..., ))
0 1

C A A A nm 
 

باشد که این 

گراف دو بخشی برای ماتریس تطابق از ارز ماکسیمالهم

0 1col( , , ,..., ))mC A A A برابرn .است 

های مقیاس حل مناسب بود که برای سامانههدف اصلی، بیان راه

 کند. بالا و پیچیده بسیار خوب عمل می

 بررسی یک سامانه نمونه پیچیده -6

سازی قضیه اصلی در این بخش برای بررسی و پیاده مقاله نیا در

و نتیجه آن در مورد سامانه مزدوج آفین نمونه زیر را مورد بررسی 

 دهیم. قرار می

( شرایط قضیه بررسی شده است. سامانه 4)  همچنین در شکل

 مجزا یال 57(، 4باشد، که در شکل ) رأس حالت می 57دارای 

وجود دارد و همچنین بین هر رأس حالت یک مسیر به رأس 

خروجی وجود دارد بنابراین، دو شرط قضیه اصلی در مورد سامانه 

توان بیان نمود سامانه مورد نظر یک  برقرار است در نتیجه می

باشد. همچنین شرایط  پذیر می سامانه مزدوج آفین مشاهده

که رسی کرد در حالیتوان به راحتی با دست بر پیشنهادی را می

پذیری کار بسیار دشوار و در بعضی موارد بررسی شرط مشاهده

 باشد. ای می پیچیده

 
 توضیح مثال (:4شکل )

  

 مجزا A-یال  -57توضیح مثال بالا با  (:3شکل )
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 گیری نتیجه -7

در این مقاله، یک روش جدید برای تحلیل و توضیح 

را به کمک نظریه گراف پذیری از سامانه مزدوج آفین  مشاهده

ای گراف را برای آنها تعمیم  ارائه دادیم. همچنین تعاریف پایه

توانیم کلاس خاصی از  ایم. همچنین جالب است که می داده

صورت دوخطی را تحلیل کنیم، سرانجام های غیرخطی به سامانه

مزدوج آفین را های  پذیری سامانه شرایط لازم و کافی برای کنترل

شده به اطلاعات کمی درباره ایم. در روش مطرح دادههم توضیح 

های  توان با بررسی رفتار سامانه سامانه نیاز داریم که به راحتی می

های  صورت دستی و به کمک سامانهکوچک با مقیاس پایین  به

پذیری را تعمیم داد.  مقیاس بالا که اغلب پیچیده هستند مشاهده

رای مشخص کردن توان با کمک نظریه گراف ب سپس می

های بزرگ و پیچیده استفاده  پذیر بودن ساختار سامانه مشاهده

سازی و بهینه  تواند برای بررسی  کرد. این رویکرد همچنین می

پذیری سامانه  یابی به قابلیت مشاهدهقراردادن حسگر برای دست

 نیز مفید باشد.
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