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در حضور  معادلات دیفرانسیل عادی حل یبراآدومیان  هیروش تجزیافته از تعمیمنسخه  کارایه ی

 اینامعینی بازه

 نوید رزمجوی ،*1محسن شاهرضایی

 )ع(دکتری، دانشگاه جامع امام حسین -2استادیار،  -1

  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

 

 چکیده

طور دقیق ها همراه با پارامترهایی هستند که یا بهشوند و اغلب مدلکلی، اغلب مسائل مهندسی با یک مدل ریاضی متناظر تعریف می طور به

شود. اثر پارامترهای نامعلوم ممکن یم هایی در مدل سامانهاین امر باعث ایجاد نامعلومی کنند.زمان تغییر می مرور ه تعیین نیستند و یا ب  قابل

دست آوردن یک پاسخ مطلوب در سامانه، باید برای به ،بنابراین .است باعث شود پاسخی کاملاً متفاوت را نسبت به سامانه واقعی ارائه دهند

پرداخته  انیآدوم هیاز روش تجز افتهیمینسخه تعم کدر این مقاله، به ارایه ی تعریف شوند.درستی در فرض مسئله   ها بهمحدوده نامعلومی

روش پیشنهادی در نهایت بر است.  ایبازه ینیدر حضور نامع یعاد لیفرانسیمعادلات دشده است. هدف اصلی، ارایه روشی مناسب برای حل 

دهد که روش ینشان م یینها جینتاای مقایسه شده است. مبتنی بر نامعینی بازه روی یک مثال کاربردی اعمال شده و نتایج آن با چند روش

 .فشرده داردکردن فاصله مناسب و  دایپ در یدقت خوب یشنهادیپ

 

 ی.عاد لیفرانسیمعادلات دای، بازه تیعدم قطعای، روش تجزیه آدومیان، : آنالیز بازهکلیدی هایواژه

 مقدمه -1

ای برای معرفی و تحلیل مسائل صورت گستردههای ریاضی بهمدل

استفاده قرار  های مختلف علوم و مهندسی موردواقعی در شاخه

تر، با در نظر گرفتن یک سری گیرند. معمولاً برای تحلیل آسانمی

 . [7-5] پردازندسازی مدل ریاضی سامانه میفرضیات، به ساده

سازی باعث کاهش دقت مدل ریاضی و درنتیجه پاسخ این ساده

ازحد دقت،  گردد. از طرف دیگر، با افزایش بیشمسئله واقعی می

یدگاه منطقی این شود؛ بنابراین، دمدل حل مسئله پیچیده می

 بین سادگی و دقت روش برقرار باشد.  7یک مصالحه است که 

های اخیر باعث افزایش دقت و گرفته در سال های انجامپیشرفت

ها شده است. این مبحث باعث افزایش تمایل سرعت دقت مدل

های جدید و درنتیجه، هایی با مدلپژوهشگران به استفاده از روش

تر برای حل مسائل کاربردی را های مقاومدست آوردن جواببه

 فراهم ساخته است. 

جلو است اما   به هرچند این نگرش باعث امیدواری در پیشرفت رو

های خاص خود را در طول زمان به همراه داشته است محدودیت

 
    mshahrezaee@iust.ac.irرایانامه نویسنده مسئول: * 1

1 Trade off 

جمله  جلو آن شده است. از  به که باعث کندی یا حتی توقف رو

 اند از: ها عبارتاین محدودیت

باشند که های ریاضی شامل پارامترهایی مییک سری مدل( 7

صورت دقیق محاسبه توانند بهبیشتر این پارامترها در عمل نمی

منابع زیادی در مورد نحوه تولید نامعینی پارامتری وجود  .شوند

 :[9]اند از ها عبارتترین آن دارند که دو مورد از مهم

ترین منابع نامعینی پارامتری  گیری، یکی از بزرگخطای اندازه

 گیری و تأثیر محیط است.است که ناشی از وسیله اندازه

بندی نادرست، تخمین خطای تخمین پارامترها، به دلیل دسته

-می های نامشخص ناشی های کم و یا از نمونهپارامترها با نمونه

 شود.

اجبار به سمت بحث مدل با   به همین دلیل این مقوله مدل را به

 دهد.سوق می 2پارامترهای نامعین

باشند، لذا ها در یک مدل واقعی از یک نوع نمینامعینی( 5

درستی شناسایی و محدوده   هرکدام باید در حوزه خودشان به

ت توانند به سه کلاس متفاوها مینامعینی ها مشخص شود.آن

 تقسیم شوند:

 
2 Uncertainty parameters 
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نظر : بیشتر بنا به دلایلی مانند صرف9نامعینی شناختیالف( 

کردن یا نداشتن اطلاعات کافی در مورد سامانه فیزیکی یا محیط 

 .[4]آیند وجود میو یا تخمین پارامترهای سامانه و ... به

آیندهای تصادفی : این نامعینی ناشی از فر4ب( نامعینی تصادفی

ناشی از ذات خود سامانه واقعی و یا تحت تأثیر محیط، همانند 

 شود.نویز و ... ایجاد می

: نامعینی آشفته، حساسیت بالای سامانه 2ج( نامعینی آشفته

 .[2]گیرد نسبت به شرایط اولیه را در نظر می

های حل )حتی بدون نامعینی( روش هاهرکدام از مدل( 9

باشند. زمان قابل انجام نمیمخصوص به خود را دارند که هم

نامعینی تصادفی بیشتر با استفاده از متغیرهای احتمالی نمایش 

صورت متغیرهای که نامعینی شناختی، به شوند، درحالیداده می

 شوند.ای یا فازی و ... نمایش داده می بازه

دست آوردن پاسخ مطمئن یک سامانه به برای به به همین دلیل،

های خاص متناظر استفاده ها، باید از روشهمراه این نامعینی

 .[6] نمود

 یآن، دارا های خاصیژگیو لیبه دل ،ایبازه روشدر این میان، 

مرز  کیدر  تی، عدم قطعایاست. در روش بازه ییبالاتوانایی 

؛ به عبارت شودپایین تعریف می های بالا وبین بازهمشخص و 

توان به میناشناخته است،  تیعدم قطع میزاناگر چه  گر،ید

 .[1]ها پرداخت کامل آن فیبه تعرراحتی با یک فاصله 

از  یاگسترده فیطدارای ( ODEs) یمعمول لیانسفرید معادلات

مانند  یمختلف علم و فناور یهانهیدر زممختلف  یکاربردها

های روش .ها استمانند آنو  نهیکنترل به ،سامانه یسازمدل

 ارائه شده است یمعمول لیفرانسیدمختلفی برای حل معادلات 

[5]. 

-عنوان روشبهها ایچندجمله هیتجزبر پایه  یهاروش ،یتازگ به

از مسائل از  یعیوس فیحل ط یبرا قیموثر، آسان و دق یها

 ایو  یقطع ،یجزئ ،یخطریو غ یخط لیفرانسیجمله معادلات د

بالایی برای  ییها همگراروش نیاستفاده شده است. ا یتصادف

 .[7]دارند  قیدق یهاحلبه راه یابیدست

 ایهیتجز یهاروش نیتراز محبوب یکی آدومیان هیتجز روش

مختلف مانند  لیفرانسیحل معادلات د یتواند برایست که ما

 ،یجبر لیفرانسیمعادلات د ،یمعمول لیفرانسیمعادلات د

 لیفرانسیمعادلات د ،یخطریغ یکسر لیفرانسیمعادلات د

 .[0] استفاده شود رهیو غ یریتاخ

 
3 Epistemic uncertainty 
4 Aleatory (random) uncertainty 
5 Chaos uncertainty 

مناسب  هیروش تجز کیعنوان به شهیهمآدومیان  هیتجز روش

 .در نظر گرفته شده است یحل مسائل قطع یراب

 یبراآدومیان  هیتجز روشاز  افتهینسخه بهبود  کیمقاله،  نیدر ا

شده است. هدف  شنهادیپنامعینی در حضور  ODE مسائل حل

نگه  داریپابازه مطمئنه را در  یینها جهیاست که نت نیا یاصل

 ،شدهبازه نامعینی تعریف سامانه در  یاگر پارامترها یحت میدار

 .ابدی رییتغ

 حیتوض 9و  5 هایاست: در بخش ریمقاله به شرح زادامه 

ارائه شده است. در بخش  یابازهدر مورد آنالیز و جبر  یمختصر

 2آن ارائه شده است. بخش  کردیو روآدومیان  هیروش تجزبه ، 4

 یاصل یکه نوآور انیآدوم هیروش تجز شرفتهینسخه پ حیتوض

 عملکرد سامانه را بر، 6بخش  ، توضیح داده شده است.مقاله است

آن  سهیو مقانشان داده  دهیچیپ یرخطیغ ODE معادله کی روی

، تیو در نهامشابه دیگر را نشان داده است  یهابا روش

 شده است.ارایه  6مقاله در بخش  یریگ جهینت

 ایآنالیز بازه -2

جای نقاط روی ای نوع خاصی از محاسبات است که به بازه آنالیز

مشخص  6 کند که این مجموعه در یک جعبهها عمل میمجموعه

روی محور حقیقی ها را درقرارگرفته است. در عمل، مجموعه بازه

دی اقلیدسی بعیک    فضای  گیریم که در آن در نظر می 

ای، یک مقدار حقیقی  است. در این حالت، در یک فضای بازه

]ای  بازه ]x  است، با دو بازه پایین و که زیرمجموعه متصل به

 شود:بالا تعریف می

(7) [ ] [ , ] | , ,x x x x x x x
 

]ترین عدد سمت چپ عبارت است از بزرگ xدیگر،  عبارت به ]x 

مثال،   عنوان ترین عدد سمت راست. بهعبارت است از کوچک xو

]اگر ] [1,5]x ،1باشدx 5وx .خواهد بود 

xاگر x باشد، بازه[ ]x صورت یک خواهد بود و به 7تباهیده

 .[3] آید و بنابراین عدد حقیقی درمی

ای  مرکز، طول و شعاع بازه: چند تعریف رایج که در محاسبات بازه

-و شعاع بازه می 3 ، پهنای عددی بازه0 مقدار وسطپرکاربردند، 

 اند: شده  باشند که در ادامه مشخص

(5) 
([ ])

2c

x x
x mid x

 

 
6 Box 
7 Degenerate 
8 Mid-Point 
9 Width of Interval Number 



   91ی                            رزمجو یدو نو ییشاهرضا محسن ؛ای بازه ینیدر حضور نامع یعاد یفرانسیلحل معادلات د یبرا یانآدوم یهاز روش تجز یافته یمنسخه تعم یک یهارا

(9) 
,

2w r

x x
x x x x

 

صورت جمعی برحسب مرکز بازه  ای به شده، عدد بازه با تعریف بیان

 بیان است:  صورت زیر قابلو شعاع به

(4) [ ] [ ], [ ] [ , ],
c r r

x x x x x x  

] ،که در آن ]x بازه متقارن[ ]x .است 

 ای جبر بازه -5

(، ضرب -توان عملیات جبری اساسی شامل جمع )+(، تفریق )می

-78] ای بسط و گسترش داد و تقسیم )/( را برای اعداد بازه)×( 

72]. 

]با فرض  ] [ , ],[ ] [ , ]x x x y y y و{ , , ,  ، داریم:{

(2) [ ] [ ] { | [ ], [ ]}x y x y x x y y
 

-صورت زیر محاسبه میای به کلی، چهار عمل جبری بازه طور به 

 :[76]شوند 

(6) [ ] [ ] [ , ]x y x y x y  

(1) [ ] [ ] [ , ]x y x y x y  

(0) 1
[ ]/ [ ] [ ] ,

[ ]
1 1 1

[ , ], 0 [ , ]
[ ]

x y x
y

y y
y y y

 

(3) [ ] [ ] [min{ , , , },max{ , , , }]x y xy xy xy xy xy xy xy xy  
(78) 0,max( , ) , 2 , 0 [ ]

[ ] min( , ),max( , ) , 2 , 0 [ ]

[ , ], 2 1

n n

n n n n n

n n

x x n k x

x x x x x n k x

x x n k
 

 روش تجزیه آدومیان -0

مانند)  تابع ناشناختهیک است که  نیاآدومیان روش  یاصل دهیا

( )y x تینهایبسری ( را به 
0

( ) ( )
ii

y x y x  میکنتجزیه 

طوری که به
0 1
, ,y y شوندیممحاسبه     یصورت بازگشتبه 

)           یخطریغ ، ترمحالت، اگر در تابع نی. در ا[7]

( (x))N yهیتجز ریفرمول ز بر اساس دی( وجود داشته باشد، با 

 د:گرد

(77) 
0

( ( ))
nn

N y x A
 

 ،ه در آنک
0 1
( ( ), ( ), , ( ))

n n n
A A y x y x y xیاچند جمله 

 :هستندآدومیان 

(75) 
0

0

1
( ) 0,1,2,

!

n
i

n in i

d
A N y x n

n d  
 :ریصورت زبه ODEبا تعریف یک معادله 

(79) ( ),Ly Ry Ny g x
 

مرتبه  نیبالاتر یدارا Lاست،  یرخطیاپراتور غ N در آن، که

کمتر از مرتبه را با  یخط لیفرانسیعملگر د Rاست،  یریپذمشتق

L و  کندیم فیتعرg  با استفاده از کندیم فیرا توصترم منبع .

Lyبه "1L"عبارت معکوس  g Ry Ny، 

(74) 1 1( ) ( ),y f L Ry L Ny
منبع ترم ادغام  f وبوده  هیو اول یمرز طیشامل شرا در آن،که  

تواند یم yبازگشتی (، رابطه 74)معادله است. با در نظر گرفتن 

 :در نظر گرفته شود ریصورت زبه

(72) 
0

1 1

1 0 0

1 1

1

,

( ) ( )

( ) ( ), k 0
k k k

y f

y L Ry L Ny

y L Ry L Ny
 

 :، سپسپاسخ درست همگرا شودبه  یسر نیا اگر

(76) 

0

lim ( ),

( ) ( ).

MM
M

M ii

y y x

y x y x  

آن را  ییو همگراآدومیان  هیتجزروش در مورد  شتریب اطلاعات

 .مطالعه نمود [71]توان در یم

آدومیان برای  هیروش تجزیافته تعمیمنسخه  -3

 ایحل مسائل دارای نامعینی بازه

تحت  ایبازه تیرا با عدم قطع ریز معادله دیفرانسیلی عادی

 :دیریدر نظر بگزیر  هیاولشرایط و  ایپو طیشرا

(71) 

0 0 0

, , , , 0,

, , ,

n

n

n

F X Y Y

Y x Y Y x Y  

در آن،که 
1 1 2 3
, , , , ,

T

m
را  عینینامی پارامترها

 کند.یم فیتوص

حل  یبراآدومیان  هیروش تجز، تعمیم مقاله نیدر ا یاصل دهیا

 است.ای بازه تیعدم قطع ه همراهب ODEمسائل 

 :دیریدر نظر بگ ریصورت زرا به ODEاستاندارد  فرم

(70) 
3 2 1

{ ( )}

{ ( )} ( ),

[ , ], [ , ],

n

n

R y x

Y Y Y Y

N Y X G X
 

 ، یعنی:شود لیتبد کنواختیبه حالت  دیابتدا، سامانه با در

(73) 
3 2 1

{ ( )}

{ ( )} ( ),

n

n

R y x

Y Y Y Y

N Y X G X  
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را با  بیضرا می( تقس~)در آن، ترم که 
n

-به   دهد. ینشان م 

 عنوان مثال،
n

1صورت به  1
,

n

n n

 .است 

n
0یعنی ؛شودیم فرضصورت غیرتکین به 

n
. با استفاده از 

 :آیددست میبه ریسامانه به شرح ز ط،یشرا

(58) 1 1( ) ( ),

[ , ].
n

n n n

Y P F L RY L Ny

P p p  

که در آن، 
n
P

 
 هیاول طیشراای است که از بازه یاندجملهیک چ

0 1

n

n n
P Y Y x Y x

 
 دست آمده است. هب

]توجه شود که اگر  , ]
n n n
P p p

 
-باشد، به آن بازه تباهیده می

 (، Fگویند. با اعمال عملگر معکوس به ترم منبع )

(57) 1

1 1

[ ( ( ))]

[ , ] [ ( ( )), ( ( ))],

F L g x

L g x L g x  

 آنجا که با فرض از
c g

g g ،
c
g ، و

g 
های معین و ترم

 هستند. gنامعین 

(55) 1 1 1( ) , ( ) ( )
c g

L g x L g x L g x
 

 یدست آوردن اپراتورهابه یمشابه برا اتیعمل کیاز  میتوانیما م

نمایش  ،. بنابراینمیاستفاده کن یخطریو غ یخط لیفرانسید

صورت ای   بهبازه انیآدوم هیتجز افتهیمیروش تعمبرای  ینهای

 زیر خواهد بود:

(59) 1 1

0
1 1 1

1
1

[ ] [ , ] [ ( ( )), ( ( ))],

[ ( ) ( ), ( )

( )], k 0
k k k k

k

Y L g x L g x

Y L Ry L Ny L Ry

L Ny  

 یتجرب جینتا -3

مطالعه یک  ،یشنهادیروش پ ییکارا لیتحل یادامه، برا در

اویلر و تیلور  یهابا روش جیقرار گرفته و نتا یمورد بررس یمورد

 شده است. سهیمقاای بازه

 شود.یانجام م MATLAB 2017aافزار ها در نرمسازیشبیه

0را در فاصله  ODEمعادله دیفرانسیل غیرخطی  1x  نظر

 .دیریبگ

(54) 2 3

1 2
3 3

1 2

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )

2 3 ,

(0) 1, (0) 1,

1 , 2,

x x x

Y x xY x Y x Y x

e e xe

Y Y  

 ،در آن که
2

2

d
L
dx

 ،0R2 و

1
( ) ( )NY Y x Y x ،

3

2
( )NY Y x 3و 3( ) 2 3x x xg x e e xe. 

 ریزصورت به شفیچهارم چبمرتبه  بیبا تقر نجایمنبع در ا ترم

 :شودتعریف می

(52) 4 3

2

( ) 32.612 45.0884

14.2512 1.7918 7.1530

g x x x

x x  

 که در آن،

(56) 
1 1

0 0

2 2

0 0 0 0

( ) 1 [ ] ( )

[ ] ( ) ( )

x x

x x x x

Y x x x N x dx dx

N x dx dx g x dx dx
 

ی خطریغهای بخش هیتجز یبرا آدومیان یاجملهچند
1
( )N x  و

2
( )N x( به7به کمک جدول )آید.دست می 

 

 آدومیانبا استفاده از روش  یخط ریاصطلاحات غ هیتجز: (1) جدول

1
( )N x 

2

0 0 0
2

1 0 1 0 1 0
2

2 0 2 0 1 1 0 2 0

A ( )

A ( ) 2

A ( ) 2 2

x Y Y

x Y Y YYY

x Y Y YYY YYY
 

2
( )N x 

3

0 0
2

1 0 1
2 2

2 0 2 0 1

A ( )

A ( ) 3

A ( ) 3 3

x Y

x Y Y

x Y Y YY
 

 

 اطلاعات فوق، بیبا ترک ن،یبنابرا

(51) 
 

  
2 3

0
4 5 6

2 3

1 1 0 0 2 0

0 0 0 0
2 3 4 2 3

2 3

1 1 1 2 1

0 0 0 0

( ) 1 3.5765 0.2986

1.1876 2.2844 1.0871

( ) [ ] ( ) ( ) [ ] ( )

[ 2 2.8 ...,2 4 ]

( ) [ ] ( )Y ( ) [ ] ( )

x x x x

x x x x

n n n n

Y x x x x

x x x

Y x Y x Y x dx dx Y x dx dx

x x x x x

y x Y x x dx dx Y x dx dx

 

 
-روش   ریآن با سا سهیو مقا یشنهادیروش پ یینها جینتا (:2) جدول

 گرفته شده.   در نظر  یدر فاصله زمان یتصادف یورود کیو ای بازه یها



   93ی                            رزمجو یدو نو ییشاهرضا محسن ؛ای بازه ینیدر حضور نامع یعاد یفرانسیلحل معادلات د یبرا یانآدوم یهاز روش تجز یافته یمنسخه تعم یک یهارا

Time 

Interval 

Adomian 

Method 

Interval 

Euler’s 

Method  

Interval 

Taylor 

Method  

Random 

 value 

0 [1, 1] [1, 1] [1, 1] 1 

0.4 
[1.398, 

1.401] 

[1.06, 

1.37] 

[0.99, 

1.33] 
1.399 

0.8 
[1.780, 

1.819] 

[0.27, 

0.95] 

[-0.67, 

0.04] 
1.781 

1.2 
[2.092, 

2.307] 
Divergent Divergent 2.092 

1.6 
[2.234, 

2.961] 
Divergent Divergent 2.235 

2 
[2.042, 

3.941] 
Divergent Divergent 2.043 

 

ای برای بازه لوریو ت لریاو یهادهد که روشینشان م (5)جدول 

، اما روش شوندبه بعد واگرا می 0/8از زمان مسئله مورد نظر 

 .است یشامل مقدار تصادف یشنهادیپ

 یریگجهینت -3

همراه  به ODEمسائل حل  یبرا دیروش جد کی ،مقاله نیا در

یک براساس  یشنهادیارائه شده است. روش پای نامعینی بازه

شده است که  یطراح انیآدوم هیاز روش تجز افتهیمیتعمنسخه 

دارد و  ODE مسائل ازمختلفی حل انواع  یبرا یاکاربرد گسترده

 ODE مسائلحل  یکند. برایحل را فراهم ماز راهمناسبی  بیتقر

از روش ، پیشنهادی افتهیمیروش تعم هبای همراه نامعینی بازهبه

معادله ای استفاده شده است. نتایج نهایی بر روی یک بازه

های اویلر و تیلور اعمال شده و با روش یرخطیغ لیفرانسید

 ای مقایسه شده است. بازه
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