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 انتقال حرارت ناپایدار           استفاده از روش تفاضلات متناهی فشرده در حل معادله

 در مختصات غیردکارتی

 2شکوفه قزلجه، *سیده محبوبه مولوی عربشاهی

 دانشگاه علم و صنعت ایران دانشکده ریاضی،دانشجوی کارشناسی ارشد،  -2استادیار،  -1
  (85/81/7930پذیرش:  52/80/7931)دریافت: 

  چكیده

سازی، برای حل عددی معادله حرارت در مختصات  گسسته  دو گامه بر پایه  ضمنی تفاضلات متناهی فشرده ما در این مقاله روش عددی
، پایداری معادله حرارت با روش مطرح شده مورد بررسی ADI همچنین با روشایم.  غیردکارتی در دو بعدی و سه بعدی مورد بررسی قرار داده

ای و کروی در دو بعدی و سه بعدی بدون قید و شرط  دهد که معادله حرارت ناپایدار در مختصات استوانه قرار گرفته است. نتایج نشان می
دست آوردن بیشینه  ای و کروی و به استوانهباشد. در ادامه ما با حل عددی معادله حرارت در دو بعدی و سه بعدی در مختصات  پایدار می

که روش تفاضل متناهی فشرده دارای دقت بالا دست آمده بیانگر آن است  ایم. نتایج به خطای مطلق به بررسی دقت روش مطرح شده پرداخته
 و پایداری بی قید و شرط برای حل معادله حرارت ناپایدار در مختصات غیردکارتی است.

  ، معادله حرارت در مختصات قطبیADIروش تفاضل متناهی فشرده، روش  معادلات سهموی،: یدیکلهای واژه

 5مقدمه -5
گرما یک شکل از انرژی است که خود به خود از یک ناحیه با 

تر جریان  درجه حرارت بالا به ناحیه با درجه حرارت پایین

یابد، انتقال حرارت فرآیندی است که طی آن انتقال انرژی  می

وجود تفاوت دمایی در سیستم موجب انتقال  شود. انجام می

انتقال حرارت به سه روش هدایت، همرفت و  شود. حرارت می

شود. روش انتقال حرارت به روش هدایت به دو  تابش انجام می

ر از ناپایدار منظو .شود بندی می صورت ناپایدار و گذرا تقسیم

که واژه گذرا برای  یعنی دما همواره با زمان متغیر است در حالی

ای جسم پس از گذشت زمان معینی به شرایط دم حالتی است که

در این مقاله حالتی را بررسی  .]7[ دمستقل از زمان برس دائمی و

کنیم که معادله وابسته به زمان یعنی انتقال حرارت هدایتی  می

 ت.ناپایدار اس

با توجه به دشواری حل تحلیلی معادلات انتقال حرارت با شرایط 

برای حل این  شود. های عددی استفاده می مرزی پیچیده از روش

ها  های عددی بسیاری وجود دارد که بیشتر آن نوع معادله روش

 .]7[ت براساس تفاضل محدود اس

امروزه انرژی نقش مهمی را در توسعه و پیشرفت جوامع بشری 

کند. انتقال انرژی به خصوص انتقال حرارت موضوع بسیار  ایفا می
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 .]5[های صنعتی و حمل و نقل است  مهم در زمینه

حرارت یک نوع معادله دیفرانسیل سهموی با  معادله انتقال

های مختلف علمی  مشتقات جزئی از مرتبه دوم است که در زمینه

رت با مطالعه و مهندسی کاربرد دارد. در علم آمار معادله حرا

ارتباط دارد.  پلانک -های براونی از طریق معادله فوکر حرکت

برای حل معادله دیفرانسیل جزئی  همچنین در ریاضیات مالی،

اسکولز ابتدا از تبدیل این معادله به معادله حرارت استفاده -بلک

همچنین معادله انتشارکه حالت کلی معادله حرارت  شود. می

 .]9[شود  های شیمیایی استفاده می  داست در مطالعه فرآین

های مهندسی با مسئله انتقال حرارت مواجه  تقریباً تمام شاخه

شوند. تعیین میزان انتقال حرارت یک مسئله کلیدی در  می

ویژه در فرآیند ساختار تجهیزات  طراحی و ساخت مکانیکی به

و  ها های بخار، دستگاه تولید گرما، یخچال گیری دیگ است. اندازه

های حرارتی و...که همگی عمدتاً بستگی به میزان انتقال  مبدل

های توربین،  حرارت دارند. میزان اعتماد به تجهیزاتی مانند تیغه

های احتراق بستگی به امکان خنک کردن  های اتاق دیواره

تجهیزات با حذف گرما از سطح است. همچنین در طراحی 

ام شود تا از شرایطی که تجهیزات باید آنالیز انتقال حرارت انج

این  شود اجتناب شود. موجب گرمای بیش از حد و آسیب می

دهد که مسئله انتقال حرارت در هر شاخه  موارد نشان می

مهندسی حضور دارد. مسئله انتقال حرارت در دو شاخه 
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 .]7[ترمودینامیک و دینامیک سیال قرار دارد 

ل حرارتی زیستی دیگر از کاربردهای معادله حرارت، انتقا یکی

است. در مبحث انتقال حرارت در یک بافت زنده معادله پنس 

های معروف و مورد پذیرش است. معادله انتقال  یکی از مدل

حرارتی زیستی پنس که میزان انتقال گرما بین بافت و خون را 

ای برای حل توزیع دما در گرما  به طور گسترده کند، توصیف می

 .]4-2[رود  کار میدرمانی به

حل عددی معادله حرارت در مختصات غیردکارتی مسئله مهمی 

در مبحث انتقال حرارت است. مطالعات زیادی بر روی حل معادله 

است. ما به برخی از  شده   های متفاوت انجام حرارت در مختصات

کنیم. روش تفاضلی برای معادله  مطالعات انجام شده اشاره می

ای با دقت بالا توسط ساتلوری،  هحرارت در مختصات قطبی استوان

( ارائه شده است. سایمنت، لونسال و 7301ایئنگار و رام مانوهر )

های ضمنی فشرده برای معادلات سهموی  ( روش7310برگ ) وین

 اند. روش متقارن نیمه ضمنی با دقت با دقت بالا را بحث کرده

O(k+h
2
ر برای معادله انتقال حرارت اصلی توسط لیون و گلاسن (

( ارائه شده است. روش تفاضل یکنواخت برای معادلات 7302)

( بحث شده است. برخی 7313انتقال حرارت توسط استویان )

ای در یک  های صریح و ضمنی برای معادله حرارت استوانه روش

. ورلی و ]9[اند  ( ارائه شده7399بعد توسط مایکل و پیرس )

زمانی که با یک  ( توزیع دمای گذرا در یک کره،7308) گلیگان

( 7302شار گرما یکنواخت هدایت شده بود حل کردند. دافی )

آنالیز ورلی و گلیگان را به انتقال حرارت نوع تابشی تعمیم داد. 

حل معادله حرارت در مختصات کروی با روش تفاضل محدود 

. پائلینو و ]1[توسط تهیبولت، برگرن و بانیون تعمیم داده شد 

ی انتقال حرارت یک بعدی در مختصات رامو شبیه سازی عدد

 . ]0[اند  ای با روش تفاضل محدود را انجام داده کروی و استوانه

های ضمنی به حل معادله حرارت  کار بردن روش کتل با به-السون

های ضمنی مورد استفاده پیاده سازی  پردازد. روش یک بعدی می

برای عددی روش اویلر و روش کرانک نیکلسون است. همچنین 

حل معادله حرارت در حالت دو بعدی از روش ضمنی با 

 .]3[برد  گیری متناوب بهره می جهت

ما در این مقاله ابتدا معادلات حرارت در مختصات غیردکارتی را 

متناهی فشرده را شرح داده و به  معرفی کرده سپس روش تفاضل

 بررسی پایداری معادله حرارت در مختصات غیردکارتی درابعاد دو

پرداخته و درپایان به مطالعه نتایج  ADIو سه با استفاده از روش 

عددی حاصل از روش تفاضل متناهی فشرده در معادله حرارت 

 پردازیم. ناپایدار در مختصات غیردکارتی می

 

 یقروش تحق -2

 معادله حرارت در مختصات غیر دکارتی -2-5

فرم کلی معادله حرارت به صورت 

   
u φ

C x ρ x =- +Q(x,t)
t x

 

 

 C(x) باشدکه در آن  می 

      وشار حرارتی  φ(x)چگالی جرم، ρ(x) ظرفیت گرمایی،

باشد. چون  انرژی گرمایی در هر واحد حجم نسبت به زمان می

صورت بالا قابل حل نیست با استفاده از قانون  معادله حرارت به

فوریه   0

u
φ x,t =-k (x)

x




صورت زیر  معادله حرارت را به 

 :]78[گیریم درنظر می

2

2

u u Q(x,t)
=k +  

t x Cρ

 

 
                                (7)  

0k
k=  

Cρ
                                                  (5) 

معادله انتقال حرارت در یک بعد با روش انتقال حرارت هدایتی 

معادله انتقال حرارت در دو بعد با روش  و (9رابطه ) صورت به

( و همچنین معادله 4صورت رابطه ) انتقال حرارت هدایتی به

صورت  انتقال حرارت در سه بعد با روش انتقال حرارت هدایتی به

 :]77[باشد می (2رابطه )

2

2

T q 1 T
+ =

x K α η

 

 
                                      (9)  

2 2

2 2

T T q 1 T
+ + =

x y K α η

  

  
                           (4)   

2 2 2

2 2 2

T T T q 1 T
+ + + =  

x y   z K α η

   

   
                    (2)     

 باشد: صورت زیر می معادله حرارت در مختصات استوانه ای به

(9) 
2 2 2

2 2 2 2

T 1 T 1 T T q 1 T
+ + + + =

r r r r φ z K α η

    

    
 

صورت زیر  همچنین معادله حرارت در مختصات کروی به   

 باشد: می

(1) 
 

2

2 2

2

2 2 2

1 T 1 T
rt + (sinθ )+

r r r sinθ θ θ

1 T q 1 T
+ =   .

r sin θ φ K α η

  

  

 

 
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  روش تفاضلات متناهی فشرده -2-2

های تفاضل متناهی ابزار کارآمد برای حل معادلات  روش

دیفرانسیل جزیی هستند که با جایگزینی عملگرهای مشتق 

شود. یکی از  پیوسته با تقریبات تفاضل متناهی انجام می

های ساده این روش، روش تفاضل متناهی مرکزی کلاسیک  نمونه

مرتبه  های تفاضل متناهی با . روش]75[با دقت مرتبه دوم است 

پایین، دقت کافی برای حل مسائل مربوط به دینامیک سیالات را 

های تفاضل متناهی فشرده با مرتبه  ندارد لذا توجه به سمت روش

های تفاضل متناهی فشرده، ضمنی  بالا جلب شده است. روش

ای مشابه  بوده و ارزیابی از مشتقات با دقت بالا در تعداد نقاط گره

 .]79[دارد 

سازی برای حل سیستم در  دو گامه بر پایه گسسته روش عددی

ابعاد دو و سه با دقت بالا در مبحث معادلات دیفرانسیل با 

خطی سهموی با شرایط مرزی و اولیه مناسب  مشتقات جزیی شبه

 .]74-72[ارائه شده است 

آورد. روش  دست می به همچنین، تقریبی از مشتق مرتبه اول را

ارائه شده دارای دقت مرتبه چهارم نسبت به فضا و دارای دقت 

 73گره در دو بعد و  3مرتبه دوم نسبت به زمان است و شامل 

گره در سه بعد از یک سلول فشرده منفرد است. روش ارائه شده 

 .]74-72[مناسب معادلات سهموی با ضرایب منفرد است 

ه دیفرانسیل با مشتقات جزیی غیر برای توصیف این روش معادل

 .]74[شود  خطی به فرم زیر درنظر گرفته می

     
2 2

x y t2 2

x x
A x,y,t +B x,y,t =f x,y,t,u,u ,u ,u

x y

 

 
(0)        

) که , , ) , , }x y t x y t        و شرایط اولیه

 صورت زیر داده شده است: و مرزی به

  xu x,y,0 =u (x,y,0) (3)                                    

  0

1

u 0,y,t =g (y,t),u(1,y,t)

=g (y,t),0 y 1; t 0  
 (78) 

0

1

u(x,0,t)=h (x,t),u(x,1,t)

=h (x,t),0 x 1;t 0  .  
(77)                             

یک گره با اندازه شبکه  Ωدر دامنه جواب

x y h       در جهتy ,x و    tدر جهت  

هر نقطه گره با  .قرار داده شده است
l m j(x ,y ,t نشان داده  (

شده است، که 
lx =lh 

my =mh , و
j  t =j  باj=0,1,2,... و 

m=0(1)N+1  به طوری کهh=1(N+1 است. پارامتر نسبی )

=2λشبکه   /h است. جواب دقیق و تقریبی از
l m ju(x ,y ,t )  

,به ترتیب با 

j

l mu و,

j

l mU  آید و دست می به,( ),l m jx y tJ  

,صورت  به

j

l mJ شود. نمایش داده می 

ای در نقطه گره
l m j)(x ,y ,t  ( 0معادله دیفرانسیل) صورت  به

 شود: زیر نوشته می

2 j 2 j

l,m l,mj j j j j j

l,m l,m l m j l,m xl,m yl,m tl,m2 2

U U
A +B =f(x ,y ,t ,U ,U ,U ,U )   .

x y

 

 
 

(75                                                                )  

 همچنین 
j jt =t +ηh کهθ  [0,1]  .است

l m j)x ,y , t(J 

jصورت  به

l,mJ شود. تقریبات مورد نیاز برای روش  نشان داده می

صورت  به ,p,q=0±1باشد. برای  صورت زیر می دقت مرتبه بالا به

 زیر قرار داده شده است:

 j j+1 j

l+p,m+q l+p,m+q l+p,m+q=θ + 1-θ UU U (79)                 

j j j

l±1/2,m l±1,m l,m=( + )/2U UU (74)                              

j j j

l,m±1/2 l,m±1 l,m=( + )/2U U U (72)                              

j j j

xl,m l+1,m l-1,m=( - )/2hU U U (79)                             

  

j j j

xl±1/2,m l±1,m l,m=(± )/hU U U (71)                         

j j j j j

xl,m±1/2 l+1,m±1 l-1,m±1 l+1,m l-1,m=( - + - )/4hU U U U U  

(70)                                                                       

j j j j 2

xxl,m l+1,m l,m l-1,m=( -2 + )/hU U U U       (73)            

   

j j j j 2

xxl,m±1 l+1,m±1 l,m±1 l-1,m±1=( -2 + )/ hU U U U  (58)    

  

j j j

yl,m l,m+1 l,m-1=( - )/2hU U U  (57)                             

j j j j j

yl±1/2,m l±1,m+1 l±1,m-1 l,m+1 l,m-1=( - + - )/4hU U U U U  

 (55)                                                                      

j j j

yl,m±1/2 l,m±1 l,m=(± )/hU U U  (59)                        

  

j j j j 2

yyl,m l,m+1 l,m l,m-1=( -2 + )/ hU U U U (54)               

j j j j 2

yyl±1,m l±1,m+1 l±1,m l±1,m-1=( - + )/hU U U U  (52)       
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j j+1 j

tl+p,m+q l+p,m+q l+p,m+q=( - )/U U U   (59                    )  

j j+1 j+1 j j

tl±1/2,m l±1,m l,m l±1,m l,m=( + - - )/2U U U U U 
     

(51)  

 j j+1 j+1 j j

tl,m±1/2 l,m±1 l,m l,m±1 l,m=( + - - )/2U U U U U   

(50   )                                                                       

 با استفاده ازتقریبات بالا عبارات زیر تعریف شده است:

j j
l±1/2,m l±1/2 m j l±1/2,m

j j j
xl±1/2,m yl±1/2,m tl±1/2,m

=f(x ,y , t , ,

, )

F

,

U

U U U (53  )

                                                                 

j j
l m±1/2 jl,m±1/2 l,m±1/2

j j j
xl,m±1/2 yl,m±1/2 tl,m±1/2

F =f(x ,y , t , ,

, , ) .

U U

U U U
(98     )

                                                              

 صورت زیر قرار داده شده است:ها بهتقریب

(97)  
 

 

j j 2 j j

l,m l,m 1 l+1/2,m l-1/2,m

2 j j 2 j 2 j

2 l,m+1/2 l,m-1/2 3 xxl,m 4 yyl,m

= +a h +

+a h + +

F F

F a h +a hF

U U

U U
 

    

   j j j j j j

xl,m xl,m 1 l+1/2,m l-1/2,m 2 yyl+1,m yyl-1,m

2 j 2 j

3 xxl,m 4 yyl,m

= +b h - +b h -

+b h +b h

F FU U U U

U U
 (95)  

            

   j j j j j j

yl,m yl,m 1 l,m+1/2 l,m-1/2 2 xxl,m+1 xxl,m-1

2 j 2 j

3 xxl,m 4 yyl,m

= +c h - +c h -

+c h +c h

F FU U U U

U U
 (99)  

             

 

 

j j j j j

tl,m tl,m 1 tl+1,m tl,m tl-1,m

j j j

2 tl,m+1 tl,m tl,m-1

= +d -2 +

+d -2 +

U U U U U

U U U
 (94)  

 در نهایت تعریف زیر ارائه شده است:

(92) 
j j j j j

l,m l m j l,m xl,m yl,m tl,m=f(x ,y , t , , , ,  .F )U U U U

 
 

 ای در هر نقطه گره
l )( , ,m jx y tداریم l,m=1(1)N  و همچنین

j=0,1,2, ... ( به0و معادله دیفرانسیل ) دست آمده  صورت زیر به

 است:

   2 2 2 2 2 2 j

1 x 2 y 3 x y y 4 y x x 5 x y l,m

2 j j j j j j

1 l+1/2,m 2 l-1/2,m 3 l,m+1/2 4 l,m-1/2 l,m l,m

L L δ +L δ +L 2δ μ δ +L 2δ μ δ +L δ δ  

              h J F +J F +J F +J F -2F .+T

U U       

 
  

 (99)   

که 
x 1 1

l+ ,m l- ,m
2 2

δ u -u  وx l,m 1 1
l+ ,m l- ,m

2 2

1
μ u = (u +u )

2
به  

و ...هستند و  xترتیب عملگر تفاضل مرکزی و میانگین در جهت 

jخطای برشی موضعی برابر 2 2 4 6

l,m =O(η h + h +h )T  

 باشد و داریم: می

(91) 

 

 

   

 

j j j j

1 xl,m l,m 2 yl,m l,m

2

j j j j j

1 l,m xxl,m yyl,m 1 xl,m 2 yl,m

2

j j j j j

2 l,m xxl,m yyl,m 1 xl,m 2 yl,m

j j j j

3 yl,m 2 l,m 4 xl,m 1 l,m

j j

5 l,m l,m

1 1 2

=A /A =B /B

h
L =6A + A +A -2K A _2K A ,

2

h
L =6B + B +B -2K B _2K B ,  

2

1 1
L = h A -K A ,L = h B -K B ,

2 2

1
L = A +B

2

J =2-

K

hK

K

,J

,

1 3 2 4 2
=2+hK J =2-hK  J =2+, hK, .

 

سازی برای حل سیستم با گسستهروش عددی دو گامه بر پایه 

خطی سهموی در سه بعد نیز توسط  دقت بالا در معادلات شبه

 .]72[موهانتی مورد بررسی قرار گرفته است 

آنالیز پایداری معادله حرارت در مختصات  -2-3

 ADIغیردکارتی با استفاده از روش 

عنوان یک روش تکراری خوب برای معادلات ضمنی به ADIروش 

شود این روش شامل حل یک ماتریس سه قطری با  کار برده می به

باشد. ایده اصلی برای  معادلات چند مجهولی در هر گام زمانی می

و  yو xهای  کار بردن یک روش ضمنی تنها یکی از محور به

های این روش دقت مرتبه دوم  متناوب بین این دو است. از مزیت

 .]79[ ی خوب استنسبت به زمان و مکان و همچنین پایدار

دارای دو گام است که در هر گام یک عملگر  ADIالگوریتم 

شود. در ابتدا یک نیم گام به طور ضمنی  ضمنی به کار برده می

گیرد سپس یک نیم گام به طور  قرار میyوبه طور صریح در  xدر 

 ADIقرار می گیرد. الگوریتم  xو به طور صریح در  yضممنی در 

 :]71[شد با صورت زیر می به

 گیریم: در مرحله اول معادله زیر را درنظر می گام اول:

1 1 1
n n n

2 2 2
i i 1, j i ij i i 1, j ijα u β u γ u f

  

    (90                       )  
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 ( روابط زیر را داریم:90در معادله )

(93) 

   

 

2 2

1 i 1 i i
i i i2 2

2

1 i i

2

σ x σ x rx1 r
α =- ,β = + + + , γ =

τ 2h 24h 2h

σ x rx
- - .

2h4h


 

         

(48) 

 
n n n n

2ij i,j+1 ij i,j-1

ij 2 j 2

n n
i,j+1 ij

j

n n n n
i+1,j+1 i-1,j-1 i-1,j+1 i+1,j-1

1 2 i j 2

u u -2u +u1
f = + σ y

τ 4 h

u -u1
+ ry

2 h

u +u -u -u1
+ ρσ σ x y .

2 4h



 

بردار ،jبرای اندیس 
x

1
n+

2
0:N ,ju  حل دستگاه سه  توان با را می

قطری 
x x

1
n+

2
x 0:N ,j 0:N jA u =f آن  دست آورد که در بهxA  یک

( با شرایط مرز 90ماتریس سه قطری ساخته شده از معادله )

 خطی یعنی

0 0 0 0

1 1 1

2 2

x

x x

x x x x

2α +β γ -α 0 0 0

α β γ 0 0

0 α β 0 0

A

βN -1 γN -10 0 0

αN -γN βN +2γN0 0 0

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

  

 است: yپیاده سازی یک حلقه در جهت  ADI در روش گام اول

forj=0:
yN   

fori=0: xN   

set , , &  i i i ijf    by Eqs.(93) and (48) 

end 

Solve 
x, x

1
n+

2
x 0:N j 0:N jA u =f   

end. 

 گیریم: در مرحله دوم معادله زیر را درنظر می گام دوم:

n 1 n 1 n 1

j i, j 1 j ij j i, j 1 ijα u β u γ u g  

     (47         )  

 ( روابط زیر را داریم:47در معادله )

(45) 

   

 

2 2

2 j 2 j j

j j i2 2

2

2 j j

2

σ y σ y ry1 r
α =- ,β = + + + , γ =

τ 2h 24h 2h

σ y ry
- -

2h4h

 

            

 
1 1 1 1

n+ n+ n+ n+2
2 2 2 2

ij i+1,j ij i-1,j1 i

ij 2

1 1
n+ n+

2 2

i+1,j i,j

i

1 1 1 1
n+ n+ n+ n+

2 2 2 2

i+1,j+1 i-1,j-1 i-1,j+1 i+1,j-1

1 2 i j 2

u u -2u +uσ x
g = +

τ 4 h

u -u1
+ rx

2 h

u +u -u -u1
+ ρσ σ x y

2 4h



 (49   )            

  

بردار ،iبرای اندیس 
y

n+1

i,0:Nu  توان با حل دستگاه سه قطری را می

y y

n+1

y i,0:N i,0:NA u =g  دست آورد که در آن  به
yA  یک

( با شرایط مرز 47ماتریس سه قطری ساخته شده از معادله )

 خطی یعنی

0 0 0 0

1 1 1

2 2

y y

y x y y

2α +β γ -α 0 0 0

α β γ 0 0

0 α β 0 0

.

βN -1 γN -10 0 0

αN -γN βN +2γN0 0 0

y
A

 
 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

 

 است:x پیاده سازی یک حلقه در جهت ADI گام دوم در روش 

fori=0: xN   

forj=0:
yN   

set , , &  j j j ijg    by Eqs.(45) and (49) 

     end 

Solve 
y y

n+1

y i,0:N i,0:NA u =g   

end. 

 شود. درنظرگرفته می τدر هر دوگام، گام زمانی 

 صورت زیر درنظر گرفته شده است: معادله سهموی خطی به

(44) 
   

 

xx yy t x

y

A(x,y,t)u +B x,y,t u =u +C x,y,t u

+D x,y,t u +E(x,y,t) .
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( به کار برده شده و طرح تفاضلی 44( در معادله )99رابطه )

 دست آمده است:فرم زیر به به

 

(42) 

     

     

       

   

2 2

1 x 2 x x 3 y 4 y y 1 x x y y
j+1

l,m
2 2 2 2

2 x y y 3 y x x 4 x y

2 2 2

1 x 2 x x 3 y 4 y y 1 x x y y 2 x y y

2 2 2 j 2 2 4

3 y x x 4 x y l,m

1+S δ +S 2μ δ +S δ +S 2μ δ +P 4μ δ μ δ  

P 2δ μ δ +P 2δ μ δ +P δ δ

[1+R δ +R 2μ δ +R δ R 2μ δ P 4μ δ μ δ -P 2δ μ δ

-P 2δ μ δ -P δ δ ] - ).E+O( h h
6

U

U

 
  
 
 

 

    


 

 (، روابط زیر را داریم:42رابطه ) که در

, ,

1 1/2, 2 1/2,

, ,

, ,

3 , 1/2 4 , 1/2 ,

, ,

hC hC
E=( )E ( )E

2A 2A

hD hD
( )E ( )E 2E

2B 2B

j j

l m l mj j

l m l mj j

l m l m

j j

l m l mj j j

l m l m l mj j

l m l m

J J

J J

 

 

    

   

 

 

2
,, ,,

1

, ,

2
, ,, ,

2

, ,

22
,1

3

,

D AC Ah
T [ ],

4 A B

D BC Bh
T [ ],

4 A B

h Ch Kh
T ,

2 4 8A

jjj j
l ml m yl mxl m

j j
l m l m

jjj j
l m yl ml m xl m

j j
l m l m

j
l m

j
l m

 

 

  

 

22
,1

4

,

22
,2

5

,

22
,2

6

,

h Ch Kh
T ,

2 4 8A

h Dh Kh
T ,

2 4 8B

h Dh Kh
T ,

2 4 8B

j
l m

j
l m

j
l m

j
l m

j
l m

j
l m

  

  

  

 

,,
7

,

,,

8

,

h(2A +C )
T ,

4 A

h(2B +D )
T

4 B

j j
l mxl m

j
l m

j j
l myl m

j
l m









 

6 1 3 1/2, 4 1/2,

7 2 5 , 1/2 6 , 1/2

8 3 1/2, 4 1/2, 5 , 1/2 6 , 1/2 ,

9 3 1/2, 4 1/2, 5 , 1/2 6 , 1/2 ,

10 5 , 1/2 6 ,

L =T T C T C ,

L =T T D T D ,

h
L =T C T C T C T C C ,

2

h
L =T D T D T D T D D ,

2

L =T D T D

j j

l m l m

j j

l m l m

j j j j j

l m l m l m l m l m

j j j j j

l m l m l m l m l m

j j

l m l

 

 

   

   



 

 

   

   


1/2 3 1/2, 4 1/2,

11 3 1/2, 4 1/2, 5 , 1/2 6 , 1/2

12 3 1/2, 4 1/2, 5 , 1/2 6 , 1/2

1 6 1 2 8 7

3 7 2 4

-2T D -2T D ,

L =T C T C -2T C -2T C ,

1
L = [T D -T D T C -T C ],

4

1
S (1 2 L L ),S (L T ),

12 6

1
S (1 2 L L ),S (L

12 6

j j

m l m l m

j j j j

l m l m l m l m

j j j j

l m l m l m l m


 


 

  

   

   





    

   
9 8

1 6 1 2 8 7

3 7 2 4 9 8

, ,

1 12 2 3 1/2, 4 1/2, 3

,

, ,

3 5 , 1/2 6 , 1/2

,

T ),

1
R (1 2 L L ),R (L +T ),

12 6

1
R (1 2 L L ),R (L +T ),

12 6

hD A 1
P L ,P [ (1 ) (T D T D ) L ],

6 12 4 2B

hC B 1
P [ (1 ) (T C T C )

12 4 2A

j j

l m l m j j

l m l mj

l m

j j

l m l m j j

l m l mj

l m


 


 

 



 

 



    

    

      

    
4

4 , ,

L ],

P (A B ) .
24

j j

l m l m





  

  (49)  

 و همچنین روابط زیر را داریم:

 
1 2

1

1 2

[1 2 (cos 1) 2 sin ]
ξ ,

1 2S cosβh 1 2iS sinβh

R h iR h   

    

 (41)      

 
3 4

2

3 4

[1 2 (cos 1) 2 sin ]
ξ  . 

1 2S cos γh 1 2iS sin γh

R h iR h   

    

(40)   

|  | |  |در نتیجه  نشان دهنده پایداری بی قید و شرط    

. ]74[باشد  ای و قطبی می مختصات استوانهدر  معادله حرارت

ای و قطبی در سه بعد  برای معادله حرارت در مختصات استوانه

 .]72[توان دید  نیز پایداری بی قید و شرط را می

 و بحث یجنتا -3

ای و کروی  معادله حرارت دو بعدی در مختصات استوانه : 5مثال 

 گیریم: صورت زیر درنظر می به
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 rr r θθ t2

1 1
u + u + u =u +E r,θ,t , 0< r<1; 0 t

r r
    

 

 rr r θθ t2

2 1
u + u + u =u +E r,θ,t , 0 <r <1; 0 t>0  

r r
  

t-این معادله دارای جواب دقیق 2u=e r cos(πθ) باشد. با  می

استفاده از روش تفاضلات متناهی فشرده به حل عددی معادله 

مربعات را محاسبه و در      پرداختیم. خطای جذر میانگین 

ایم. روش  درنظر گرفته λ=3.2و  t=1که  ( قرار دادیم7جدول )

)(عددی مطرح شده دارای دقت hO h 2  است. 42

 خطای جذر میانگین مربعات در دو بعد :(5جدول )

CPUtime(s) 

(α=2) 
u(α=2) 

CPUtime(s) 
(α=1) 

u α=1  n 

0.0599 
2.1743  

(-04) 
1.056 

1.6647   

(-04) 
9 

7.755 
1.3433  

(-05) 
7.555 

1.0561    

(-05) 
17 

128.68 
8.4146  

(-07) 
127.024 

6.7372    

(-07) 
33 

 

دهنده خطای جذر میانگین مربعات معادله  ( نشان7جدول )

باشد. با  ای و کروی می حرارت دو بعدی در مختصات استوانه

  nدهد هر چه نشان میn مقایسه خطای جذر میانگین مربعات با 

 .بیشتر باشد، خطای حاصل کمتر است

( 7ایم. شکل ) ( نشان داده7را در جدول ) زمان پردازش

حل عددی معادله حرارت در دو  نمودار مربوط به زمان پردازش

 است با  hبعد با روش تفاضل متناهی فشرده نسبت به تغییرات

بینیم که هر چه طول گام  مقایسه زمان پردازش با طول گام می

 بیشتر باشد پردازنده به زمان بیشتری برای محاسبات نیاز دارد.

 

نمودار زمان پردازش حل معادله حرارت در دو بعد نسبت به  (:5شكل )

 hتغییرات 

معادله حرارت سه بعدی در مختصات قطبی را به  : 2مثال 

 گیریم: میصورت زیر درنظر 

 rr θθ zz r t2

1 1
u  + u +u + u =u +G r,θ,z,t ,   0< r,θ,z<1; t>0

r r
 

2t-این معادله دارای جواب دقیق 6e r  cos(πθ)cos(πz)u  

باشد. با استفاده از روش تفاضل متناهی فشرده به حل عددی  می

معادله پرداختیم. ماکسیمم خطای مطلق را محاسبه و در      

 9/7برابر را  λو ثابت  t=1( قرار دادیم. در این جا نیز 5جدول )

ایم. روش عددی مطرح شده دارای دقت درنظر گرفته

)h h  2 2 4
 باشد. می 

 ماکسیمم خطای مطلق در سه بعد(: 2جدول )

CPU time(s) u α=1  n 

1.74 0.1376(-03) 9 

48.41 0.8495(-05) 17 

1576.92 0.5493(-06) 33 

 

 nدهد هرچقدر  نشان می n با مقایسه بیشینه خطای مطلق با

 بیشتر باشد، خطای حاصل کمتر است.

( 5ایم. شکل ) ( نشان داده5در جدول ) زمان پردازش را

حل عددی معادله حرارت در سه  نمودار مربوط به زمان پردازش

است با   hبعد با روش تفاضل متناهی فشرده نسبت به تغییرات

ر چقدر طول گام بینیم که ه مقایسه زمان پردازش با طول گام می

بیشتر باشد پردازنده به زمان بیشتری برای محاسبات نیاز دارد. با 

زیاد شدن طول گام میزان محاسبات بیشتر شده و در نتیجه 

یابد. با مقایسه زمان پردازش این روش  زمان پردازش افزایش می

کنیم  های عددی دیگر ملاحظه می نسبت به زمان پردازش روش

 یابد. % کاهش می58% تا 72که زمان محاسبات 

 

نمودار زمان پردازش حل معادله حرارت در سه بعد نسبت  (:2شكل )

 hبه تغییرات 

 یریگ یجهنت -4

حل تحلیلی معادله حرارت در مختصات غیردکارتی با شرایط 

های  بنابراین، با کمک روش .مرزی پیچیده کار دشواری است

توان این معادلات را حل کرد. در این مقاله ما به حل  عددی می

عددی معادله حرارت ناپایدار در مختصات غیردکارتی با استفاده 
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 ADIاز روش تفاضل متناهی فشرده پرداختیم. همچنین با روش 

پایداری معادله حرارت با روش مطرح شده را مورد ارزیابی قرار 

حرارت در دو بعدی و  دادیم که پایداری بی قید و شرط معادله

دست آمد. دقت  ای و کروی به سه بعدی در مختصات استوانه

روش مطرح شده در دو بعدی و سه بعدی برابر

)h h  2 2 باشد. این روش دارای دقت بالا و  می 4

پایداری بی قید و شرط برای حل معادله حرارت ناپایدار در 

با مقایسه زمان پردازش این مختصات غیردکارتی است. همچنین 

 های عددی دیگر ملاحظه روش نسبت به زمان پردازش روش

 یابد. کاهش می %58% تا 72کنیم که زمان محاسبات  می
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