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( در یک جامعه مفروض با استفاده از 19-شیوع بیماری ویروس کرونا )کوویدبررسی روند 

دیفرانسیل-مدل ریاضی به صورت یک معادله انتگرال  
 

 1، محمدرضا فراهانی1*سید حمید حسینی

 گروه ریاضی کاربری. -دانشکده ریاضی -رانیدانشگاه علم وصنعت ا-نارمک  -آدرس: تهران -1

 Hamidhosseini90@yahoo.com & Mrfarahani88@gmail.com: کیپست الکترون

 

 چکیده

 بشریت در سرتاسر جهان قرار دارد مشکلات در صدر مهمترین در حال حاضر 19-ویروس کووید شیوعگسترش و  

عه بستگی دارد. به طوری جامافراد یک  روابط فیزیکی و اجتماعی مستقیماٌ به و به افزایش است رو هم که به شدت

که هر اندازه افراد جامعه خارج از دستورالعمل ها و پروتکل های بهداشتی رفتار کنند متاسفانه شاهد افزایش چشمگیر 

 ویروساین پژوهش بررسی شیوع هدف  جدید و در نهایت نرخ مرگ و میر بیشتر خواهیم شد.تعداد مبتلایان 

باشد. در بین نفرات یک جامعه مفروض میدیفرانسیل -انتگرال با استفاده از مدل ریاضی معادله 19-کووید

تواند می ،دارنددوجودر میان اعضای یک مجموعه مفروض  های گسستهسیستم ها وشبکه ساختارهای ارتباطی که در

)حالت دینامک( در  دیفرانسیل-معادله انتگرال ای گسسته )حالت استاتیک( و درنهایت به یک مدلمدل شبکه به یک

 چگونگی و بیماری شدتمیزان  و 19-حالت پیوسته منتهی شود. در این پژوهش افراد مبتلا شده به ویروس کووید

تحلیل هایی که بر روی  .استآن با درنظرگرفتن احتمال سرایت در بین افراد جامعه بررسی شده شایع علائم بروز

دیفرانسیل انجام می گردد به نحوی می تواند پاسخ سوالاتی -ای گسسته و همچنین مدل معادله انتگرالهای شبکهمدل

ی عوامل و شاخص های تشدید در یک جامعه مفروض، بررس 19-مهم مانند چگونگی پایان شیوع ویروس کووید

 بیماری می باشد. علائمو همچنین یافتن افراد ناقل بدون 19-کننده و یا کنترل کننده روند انتشار ویروس کووید

 کرونا روسیو یماری، ب19-دیکو ،یاضیمدل ر ها: دواژهیکل

 

 مقدمه( 1
کنیم به زبان توان گفت که اکثر حوادث و اتفاقات طبیعی را که در واقعیت آنها را لمس میبراساس ماهیت علم می

کند که از ابزار های بیشماری که در علم ریاضی موجود است توان بیان کرد. این تبدیل زبان کمک میریاضیات می

میلادی ویروس  2019کنیم. از ابتدای دسامبر سال گیریرا نتیجه هاییریزیها و برنامهکنیم و در پی آن تحلیلاستفاده

کرونا ابتدا در کشور چین و سپس با سرعت بسیار زیاد در سطح جهان شیوع پیدا کرد به طوری که در حال حاضر 

زرگی تقریبا تمامی کشورهای جهان با پدیده شیوع ویروس کرونا در حال مبارزه هستند. ویروس های کرونا خانواده ب

از ویروس ها هستند که می توانند حیوانات و انسان ها را بیمار کنند و یکی از مهمترین اعضاء خانواده بیماری های 
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ویروسی و عفونی شناخته شده می باشند )خوانندگان محترم برای مطالعه بیشتر در زمینه بیماری های عفونی و مدل 

ی از ویروس های کرونا که تاکنون شناخته شده اند، موجب ابتلا به مراجعه کنند(. تعداد زیاد 15سازی آن به منبع 

طیفی از عفونت های دستگاه تنفسی در انسان ها می شوند که از سرماخوردگی تا ابتلا به دیگر بیماری های عفونی 

( SARS-( و سندروم تنفسی حاد )سارسMERS-، سندروم تنفسی خاورمیانه )مرس1N1Hشدیدتر مثل آنفلونزا 

می باشد.  19-(. ویروس کرونایی که به تازگی کشف و ظاهر شده است عامل ابتلا به بیماری کووید16غیر است)مت

میلادی در  2019این ویروس نوظهور و بیماری ناشی از آن تا قبل از شروع طغیان های ماه های اخیر در دسامبر سال 

س بسیار حیرت آور و غافل گیر کننده است، سرعت شهر ووهان کشور چین ناشناخته بود. آن چه در مورد این ویرو

شیوع آن در بین افراد یه جامعه می باشد. به طوری که در طی مدت زمان بسیار اندکی از پیدایش آن تقریبا به تمام 

کشورهای جهان سرایت پیدا کرد. همه گیری و سرعت انتشار این نوع بیماری در میان دیگر بیماری های عفونی 

ش بینی بوده و همچنین افرادی که مبتلا به بیماری می شوند متاسفانه امکان ابتلا مجدد آنها پس از بهبودی غیرقابل پی

شایع  ئم(. از علا18و16وجود دارد و گرفتن بیماری موجب مصونیت پیدا کردن افراد پس از بهبودی کامل نمی شود)

 دیگری علائم است ممکن بیماران از بعضیمی توان به تب بالا، خستگی و سرفه های خشک اشاره کرد.  19-کووید

 هستند خفیف معمولا علائم این .(16)باشند داشته اسهال یا گلودرد بینی، آبریزش بینی، گرفتگی کوفتگی، و درد مثل

 احساس و نکرده تجربه را بیماری علائم از یک هیچ است کنمم مبتلا افراد از برخی .است تدریجی هاآن شروع و

 نفر 6 هر از تقریبا  کنند و می پیدا بهبود خاصی درمان به نیاز بدون( درصد 80 حدود) مبتلایان بیشتر .نکنند ناخوشی

 که افرادی و سالمندان در .(16)شودمی نفس تنگی دچار و شده بیمار شدت به نفر یک ،19-کووید به مبتلا

 انتقال .است بیشتر بیماری وخامت احتمال دارند، دیابت یا قلبی هایبیماری بالا، خون فشار مثل ایزمینه هایبیماری

 از را بیماری است ممکن افراد سایر، بنابراین است پذیرامکان سالم افراد به( ویروس حامل) بیمار افراد از 19-کووید

. لازم به ذکر است در تحقیقات اخیر نشان داده شده است که افراد با وجود بگیرند است مبتلا 19-کووید به که فردی

در میان افراد یک  19-(. چندین راه انتقال ویروس کووید16در ارتباط بودن با فرد ناقل، به ویروس مبتلا نشده اند)

 با که هاییقطرک طریق از ندتوامیجامعه مورد بررسی قرارگرفته است که در این میان اولین و اصلی ترین راه انتقال 

 طریق از ابتلا امکانشود، باشد. بنابراین می پخش آن اطراف به 19-کووید به مبتلا فرد بینی و دهان از بازدم یا سرفه

 و وسایل بر هاقطرک و همچنین این دارد وجود 19-کووید به مبتلا فرد بازدم یا سرفه از ناشی هایقطرک تنفس

 چشم لمس و آلوده سطوح یا وسایل این به زدن دست با افراد سایر سپسو  شودمی پخش بیمار فرد اطراف سطوح

 یا) متر 1 حداقل 19-کووید به مبتلا فرد از که است مهم دلیل، همین به .شوندمی مبتلا 19-کووید به بینی، و دهان ها،

 ویروس انتقال اصلی روش که انددادهنشان مطالعات امروز تالازم به ذکر است که  .(16فاصله گرفته شود)( فوت 3

 بیماری، این انتشار اصلی راه، بنابراین هوا طریق از نه و است تنفسی هایقطرک با تماس طریق از ،19-کووید عامل

 از 19-کووید به ابتلا احتمال .(16)شودمی پخش محیط در مبتلا فرد هایسرفه با که است تنفسی هایقطرک طریق از

 مراحل در ویژه به ،19-کووید به مبتلایان از بسیاری، البته است کم بسیار ندارد، علائمی هیچ که فردی با تماس طریق

 فقط مثال عنوان به که بگیرید فردی از را بیماری شما است ممکن ، بنابرایندارند خفیف علائم بیماری، ابتدایی
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. همین افراد به اصطلاح نافل بی ندارد علائمی هیچو یا  کندنمی بیماری احساس یا اصلا و دارد خفیفی هایسرفه

را بسیار سریع و پیچیده کرده اند به طوری در حال حاضر اکثر  19-علامت روند شیوع و انتشار ویروس کووید

متولیان مبارزه با گسترش این ویروس در سراسر دنیا در صدد شناسایی و قرنطینه کردن این افراد هستند تا از سرعت 

هر جامعه مفروضی در میان افراد آن جامعه یکسان در  19-یوع بیماری کاسته شود. احتمال ابتلا به ویروس کوویدش

رعایت اصول بهداشت فردی و جمعی و پروتکل های بهداشتی و همچنین فاصله اجتماعی  نبوده و به عواملی مانند

های دیفرانسیل به کمک سیستم-ادله انتگرالسعی شده تا یک مدل مع در این پژوهشافراد جامعه بستگی دارد. 

-انتگرالدلیل انتخاب مدل معادله ارائه شود.  19-برای بررسی شیوع ابتلا به ویروس کووید ای گسستهشبکه

بیماریهای عفونی و  شیوع سازی ریاضی است که در مدلشدهدادهاین است که در سالهای اخیر نشاندیفرانسیل 

با سرعت انتشار متفاوت هستند،  مشابهگیرشناسی و گسترش در میان افراد جامعه از روندی نظر همه ویروسی که از

گیری ویروس (. البته که سرعت همه9اند )انسیل پرکاربرد بودهدیفر-مدل های معادله دیفرانسیل و معادله انتگرال

ن روند به دلیل سرایت ویروس در بینی و بسیار متفاوت تر نسبت به ویروس های مشابه می باشد که ای 19-کووید

ترکیب آن با سلول های گابلت و مژک ها باعث تولید ماده مخاطی جدیدی می شود که به راحتی قابل تکثیر در 

محیط خارجی می باشد، درضمن به تفاوت های دیگری مانند بی علامت بودن افراد ناقل و برگشت پذیری بیماری و 

دارای برگشت پذیری است و فرد  19-(. با توجه به اینکه ویروس کووید16ن اشاره کرد)عدم مصونیت از آن می توا

پذیری برای بیماریهای مشابه با ویژگی برگشتاین  مبتلا به آن بعد از بهبودی نسبت به ابتلا مجدد ایمن نخواهد بود،

( 17(. در منبع )2باشند )میدیفرانسیل قابل مدل سازی -های معادله انتگرالمدلفقط توسط  19-ویروس کووید

سازی تحقیقات مشابهی در مورد شیوع سوءمصرف مواد مخدر در میان افراد یک جامعه مفروض با روش مشابه مدل

ای گسسته با یک تابع نرخ پایدار برای رفتار و شیوع این یک مدل شبکهاست. در تحقیقات ذکر شده، و ارائه شده

 طور تحلیلی(منظور آزمایش پایداری )بهبهاست. همچنین شدهسبات ارائههمراه محا شرایط در یک جمعیت به

 دیفرانسیل-ای گسسته ارائه و درنهایت یک مدل معادله انتگرالای با الهام از مدل شبکهدهجدید سا هایمدل

 .شودمیمعرفی

ه اجتماعی معین شده فرد تماس و عدم رعایت فاصل 19-همانطور که گفته شد اصلی ترین راه انتقال ویروس کووید

انتقال بیماری و ویروس از افراد ناقل یابیم که در حقیقت، با بررسی مطالعات قبلی درمیسالم با فرد مبتلا می باشد. 

های موجود در  برای مطالعه بیشتر درباره تاریخچه مدل(. 1)باشدمینفرات دیگر به معنی همان شیوع یک جمعیت بر 

ابتلا به  اسا، در این پژوهش به ارزیابی شاخصدهیم. اسارجاع میرا به منابع این پژوهش ث شیوع خوانندگان مباح

ور دینامیک های موجود در شد. به این منظخواهدتوسط افراد و یا گروه هایی از جامعه پرداخته 19-ویروس کووید

نها اجتماعی آ فواصلو شتی رعایت اصول بهداشتی، عدم رعایت پروتکل های بهدا توسط عواملی مانند یک جامعه

افراد دارای گنجایشی برای شبیه سازی اثر ها (، ساز و کار این مدل4مورد ارزیابی قرارخواهدگرفت. به نقل از منبع )

 باشد.ناقل ویروس به روی افراد سالم جمعیت می
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 یاه( مدل معادله دیفرانسیل پای2

 نامیده می شود:  ایمدل معادله دیفرانسیل پایهنقطه شروع بررسی ها، معادله دیفرانسیل زیر می باشد که 

(1) 𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑡
= 𝑣𝑖(1 − 𝑣𝑖)(𝑛𝑖 − 𝑟𝑖) 

ای شبکه های سیستمالهام گرفته از مدل های خطی، مربعی و مکعبی در  این معادله دارای تابع نرخ پایداری است و

منظور آشنایی با مدل سازی سیستم های شبکه ای گسسته خوانندگان محترم رو به منابع این  (. به4گسسته می باشد )

𝑣𝑖(، تابع1در معادله )(. 14-11پژوهش ارجاع می دهیم) = 𝑣𝑖(𝑡) و مشکلات جسمانی ناشی از ابتلا به  ئمعلا

متاسفانه باعث بروز  19-کوویدکند. )ابتلای به ویروس سازی می مدل در لحظه  𝑖را برای فرد  19-ویروس کووید

مشکلات تنفسی، تب بالا، خستگی، بستری در مراکز درمانی، هزینه های مالی و... : مشکلات جسمانی مرتبطی مانند

بودن جای کیفیتواند بهبرای یک شخص می 19-کووید ویروس به ابتلاکنیم مشکلات مرتبط با می(. فرضمی شود

باشد و مقادیری بین اعداد صفر و یک را ذکر است این تابع از نوع توابع احتمالی میشود. لازم به درنظرگرفتهمیک

𝑣i آنگاه باشد کاملا طبیعی و نرمال ئم، دارای علا𝑖پس اگر فرد  کند.اختیار می ≅  ئمدارای علا، 𝑖و اگر فرد  0

𝑣iآنگاه  باشدبسیار شدید بیماری  ≅ 𝑛𝑖تابع  شود.می 1 = 𝑛𝑖(𝑡) احتمال سرایت ویروس  گیری برای اندازه

لازم به ذکر  باشد.می 𝑤ijهای  با درنظرگرفتن وزن به دیگر فرد سالم در محیط جامعه در لحظه  𝑖فرد از  19-کووید

است هر اندازه افراد در جامعه از پروتکل های بهداشتی تبعیت کنند)مانند استفاده از ماسک، انواع محافظ های 

رر دست ها، رعایت فاصله اجتماعی و...( احتمال انتقال ویروس و مبتلا شدن فرد سالم صورت و چشم ها، شستن مک

 jدر جامعه به فرد سالم  iاز فرد مبتلا  19-بسیار پایین می باشد. بنابراین اندازه گیری احتمال انتقال ویروس کووید

 (.18ز اهمیت است)ئبسیار حا

 𝑛𝑖(𝑡) = ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑣𝑗(𝑡),𝑗 

𝑤ijکه طوریبه > )منظور از ارتباط همان نحوه تماس افراد جامعه با  باشدمی 𝑗و  𝑖 بین فرد یارتباط، اندازه 0

یکدیگر می باشد که این تماس می توانند بسیار ایمن شده و با رعایت تمامی پروتکل های بهداشتی برقرار شود و یا 

∑هستند )شده ها نرمال 𝑤ijکه  شودمی. همچنین فرضبرعکس( wij = 1𝑗  برای هرiجز یک (، علاوه بر این به

𝑤ijرا متقارن درنظربگیریم ) 𝑤ij های توانیم وزنحالت خاص می = 𝑤ji  برای هرj  وi.) شاخص 𝑟i  نیز احتمال

0) است iفرد برای  19-ابتلا به ویروس کووید ≤ 𝑟i ≤ ( دارای یک جواب زمان 1لازم به ذکر است معادله ) (.1

کوتاه یکتا می باشد که از طریق روش تکراری پیکارد اثبات می شود )خوانندگان محترم برای مشاهده اثبات وجود 

نزدیک به عدد یک باشد نشانگر این موضوع  𝑟iهر اندازه مراجعه کنند(.  6جواب می توانند به قضیه مربوطه در منبع 

به دستورالعمل ها و پروتکل های بهداشتی تاحد زیادی عمل نمی کند ودر معرض ابتلا به بیماری می  iفرد  ت کهاس

باشد و مواردی مانند ماسک زدن، دست ندادن، رعایت فاصله اجتماعی، شستن مکرر دست ها و... را به دقت رعایت 

ین موضوع است که احتمال مبتلا شدن فرد مورد نظر نزدیک به عدد صفر باشد نشانگر ا 𝑟iنمی نماید و هر اندازه 

𝑛𝑖بسیار پایین می باشد. در مورد افراد ناقل بی علامت که دارای اندازه تابع  = 𝑛𝑖(𝑡)  نزدیک به یک و تابع𝑣𝑖 =

𝑣𝑖(𝑡)  درصد تعداد افراد ناقل بی علامت جامعه مفروض شناسایی 10نزدیک به صفر می توان ادعا کرد اگر حداقل 
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(. همچنین 6و سریع جداسازی و قرنطینه شوند آنگاه با گذشت زمان کل جامعه به سمت سلامت حرکت می کند)

𝑣𝑖(0) (2)شرط اولیه  = 𝑔𝑖    لازم است. و جواب آن برای تعیین مسئله 

در یک شبکه بزرگ به صورت  m+1تا  mاز مرحله زمانی  𝑖فرد برای  ای گسستهمدل شبکه (6و5) در منابع

 است.شدهزیردرنظرگرفته

(3) 𝑣𝑖
𝑚+𝑙 − 𝑣𝑖

𝑚 = λ𝑣𝑖
𝑚(1 − 𝑣𝑖

𝑚)(𝑛𝑖
𝑚 − 𝑟𝑖) 𝑛𝑖

𝑚 = ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑣𝑗
𝑚.𝑗  

𝑣𝑖 در اینجا
𝑚 فرد  19-ابتلا به ویروس کووید ئمعلامشکلات و  میزان𝑖  در زمانt𝑚 مقادیری بین اعداد که  است

λو  کندصفر و یک را اختیار می > ها کوچک باشند و کنیم طول گامباشد. اگر فرضیک نسبت ثابت می 0

ای ( به عنوان یک تقریب از معادله شبکه1کنیم آنگاه معادله دیفرانسیل )بندیهمچنین زمان را از نو و دوباره مقیاس

 شود.کامل و بزرگ بالا نتیجه می

درگذشته و حال بوده  علمی رد بحث و تحقیقمهم مو ها، همواره یکی از موضوعاتشیوع بیماری به روی شبکه

صورت تصادفی و یا ه ها( در شبکه یا ب)گره راه های ارتباطی بین نفرات جامعه ها و بخصوص وقتی که اتصالاست. 

 کنند: تعریف شده باشد. این منابع روابط زیر را پیشنهاد می از پیش تعین شدهصورت ه ب

(4) lim
𝑚→∞  

𝑣𝑖
𝑚 = {

1 ,    �̅�0  > �̅�  
0 ,    �̅�0  < �̅�  

 

احتمال  میانگین �̅� شاخص باشد ومی 19-ابتلا به ویروس کووید ئمبروز علاشاخص میانگین و اولیه  ،�̅�0در اینجا 

�̅�0است. زمانی که افراد جامعه مفروض برای  19-ابتلا به ویروس کووید  > �̅�  باشد، روند و سرعت شیوع ویروس

�̅�0 که زمانی افزایش می یابد و آمار تعداد افراد جدید مبتلا به ویروس صعودی می شود، و  < �̅� باشد، روند شیوع

رو به  طور تحمیلیه ب در میان افراد جامعه مورد بررسی به تدریج نزولی خواهد شد. جامعه 19-ویروس کووید

قت هرگاه میزان رفت آمدها و ارتباطات اجتماعی افراد جامعه بیشتر شود به همان در حقی د.شومی هدایت سلامت

میزان آمار تعداد افراد جدید مبتلا شده و در پی آن متاسفانه آمار تعداد فوت ناشی از این ویروس هم افزایش می 

 یابد. 

این  م داد.خواهی هئارا ه راای گسستشبکهاز مدل های بسیار ساده برگرفته از مدل  ای مجموعهش بعدی در بخ

دیفرانسیل دو جمعیتی و مدل  لهجمله مدل تک متغیره، مدل معاد از میبسیار ساده و مه شامل مدل های مجموعه

مبتلا و ناقل  افراد از 19-میزان سرایت ویروس کووید دیفرانسیل-باشد. در مدل معادله انتگرالمیدیفرانسیل -رالانتگ

 .شودمیجامعه به وسیله یک میانگین ساده محاسبه  افراد سالم دیگر به

از این توسیع قرار دادن مدل  شده را توسیع خواهیم داد. هدف اصلی هئارا فرانسیلیمدل معادله انتگرال دیر آخر د

 باشد.میهای گسسته در یک چارچوب و قالب پیوسته 

تر و واقعی زمایش این مدل پیوستهآانجام خواهیم داد. بررسی و  𝑤و 𝑣دو تابع  کانوولوشن از این توسیع را با استفاده

. با کمک این مدل پیوسته امکان تحلیل عددی بیشتری به ریاضیدانان داده باشدسته قبلی میسمدل گ ازر تکاربردی

بر این  قالهدر این م لازم به ذکر است که فرض ماگیری کنند. شود تا با نتایج آن نسبت به شرایط واقعی تصمیممی
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ارائه  آن از وجود یوجود دارد اما در اینجا اثبات دیفرانسیل ارائه شده-انتگرال هجواب یکتایی برای معادل که است

  نکردیم.

 مراجعه کنند.( 6) به منبع برای مطالعه اثبات وجود جواب دتواننمیخوانندگان محترم 

 

 های گسستههای الهام گرفته از شبکهمدل( 3

 ه خواهیم کرد.ارائ ساده گسسته بسیار سه مدل گفته شد همانطور که بخشدر این 

 1مدل پایدار مضاعف تک متغیره( 3-1

مورد بررسی از لحاظ احتمال و میزان سرایت ویروس، میزان رعایت افراد به  تمام افراد جمعیت کنیمفرض

 (باشد )جمعیت همگن باشند یکسان 19-و مقدار تابع ابتلا به ویروس کووید بهداشتی های پروتکل و ها دستورالعمل

( به مسئله 1) در این حالت معادله دیفرانسیل ند.در ارتباط باش با یکدیگرارتباطی مساوی  وزن با این افراد همچنینو 

 :خواهد شد تبدیل نسبت به زمان مقدار اولیه زیر

�́� = 𝑣(1 − 𝑣)(𝑣 − 𝑟)        ,     𝑣(0) = 𝑣0 
𝑣(1 رختابع ن و نقاط ثابتی هستند 𝑟که صفر، یک و  لازم به ذکر است − 𝑣)(𝑣 − 𝑟)  بیانگر این موضوع است

 که

𝑣0هر گاه  < 𝑟 به دلیل کم بودن تابع  باشد𝑣  تابعاحتمال ابتلا افراد به ویروس،  میزاناز 𝑣 سمت صفر میل  به

𝑣0و هر گاه  (سلامت جامعه و توقف روند شیوع )حالت خواهدکرد > 𝑟 تابع باشد 𝑣 میل یک  به سمت

این نتایج . (19-افزایش تعداد بیماران با شرایط حاد جسمانی و صعودی شدن روند شیوع ویروس کوویدخواهدکرد)

 . سازگار هستند (4بطه )دقیقا با را

 

 (Two patch modelی)جمعیتمدل دو( 3-2
مورد  مفروض امعهج، باشند. برای شروعمیمتفاوت از هم  جامعهگیریم شامل دو که درنظر میمدل ساده دیگری  

 کنیم.می تقسیم متفاوت گروهبه دو  مطالعه را

 خفیف و یا بدون علامت، گروه ئمدارای علا19-مبتلاشده به ویروس کوویدز افراد بزرگی ا جمعیت اول شامل گروه

شدید بیماری می باشند. در این  علائم دارای 19-کووید ویروسمبتلاشده به کوچکی از افراد  جمعیتشامل  نیز دوم

 حالت، مدل به صورت یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی به فرم زیر خواهد بود:

(5)  �́�1 = 𝑣1(1 − 𝑣1)(𝑘𝑣1 + (1 − 𝑘)𝑣2 − 𝑟1),          0 ≤ 𝑘 ≤ 1,   

(6)  �́�2 = 𝑣2(1 − 𝑣2)(𝑘𝑣1 + (1 − 𝑘)𝑣2 − 𝑟2)           

 که:

 (7)   𝑣1(0) = 𝑣1         ,         
0 𝑣2(0) = 𝑣2

0.  
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 . در این مدل در حقیقت با دوجمعیت همگن سروکار خواهیم داشت

شدیدی هستند،  ئممبتلا شده اند و دارای علا 19-به ویروس کوویدکه  جامعه افرادمجموعه کوچکی از فرض کنیم 

  می دهد. نشانمابقی نفرات جمعیت را  ئممیزان شدت علا 𝑣1باشند و با این فرض تابع  𝑣2دارای تابع

لازم به ذکر است که شرایط اولیه زیر در روند کار بسیار تعیین کننده هستند. در واقعیت هم میانگین وضعیت اولیه 

 (:Single variable bistable modelیک جمعیت در ابتدای کار حائز اهمیت است )

𝑣1(0) = 𝑣1
0            ,            𝑣2(0) = 𝑣2

0 

بیماری  شدید علائم وباشند  شده مبتلا 19-کووید ویروس بهبا توجه به شرایط اولیه  اگر اکثریت جمعیتکه طوریبه

𝑣1)را تجربه کنند
0 → در صورت عدم جلوگیری شیوع بیماری روند ابتلای به ویروس برای دیگر افراد  آنگاه (1

باشد اکثریت جمعیت از ابتدا مقدار کمی یعنی اگر شرایط اولیه . در غیر این صورتجامعه صعودی می شود

(𝑣1
0 → آنگاه با گذشت زمان و قرنطینه کردن افراد ناقل و مبتلا و همچنین عزم و اراده افراد جامعه به رعایت  (0

کنند و از میزان تمامی دستورالعمل ها و پروتکل های بهداشتی جمعیت مفروض رو به سلامت شدن کامل پیدا می

 شود.انتشار آن کاسته میشیوع بیماری و شدت 

  

 جامعه  سالم افراده بناقل و مبتلا  افراد از 19-سرایت و انتقال ویروس کووید مدل میانگین( 3-3

𝑤𝑖های زن وجود دارند که با و نفر 𝐽کنیم تعداد میاین جا فرض  در =
1

𝐽
 (𝑖 = 1, … , 𝐽 ) به یکدیگر متصل هستند

 در این صورت مدل معادله دیفرانسیل زیر را خواهیم داشت: .شود مییکسان و ثابت فرض  𝑟همچنین شاخص و

 

(8)  
𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑡
= 𝑣𝑖(1 − 𝑣𝑖)(𝑛𝑖 − 𝑟),                 𝑛𝑖 =

1

𝐽
∑ 𝑣𝑗

𝐽
𝑗=1 ,         𝑖 = 1, … , 𝐽. 

𝑣𝑖با فرض = 𝑣(𝑥𝑖 , 𝑡)  و با تعریف𝑥𝑖 =
𝑖

𝐽
 [0,1 ] زیر را روی بازه  دیفرانسیل-معادله انتگرالدر حالت حدی،  

 :گیریممیدر نظر 

 

(9)                                                          𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑣(1 − 𝑣)(𝑛 − 𝑟) 

 که در آن 

(10)                                                         𝑛(𝑡) = ∫ 𝑣
1

0
(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥 

توانیم روابط زیر را که از مزایای بلافاصله می .در نظر گرفت (8) معادله یک تقریب ازتوان به عنوان را می معادله بالا

 : باشد نتیجه بگیریماین تقریب ساده در فضای پیوسته می

(11)   lim
𝑡→∞

𝑣(𝑥, 𝑡) = {
1           ,        ∫ 𝑣0𝑑𝑥 >  𝑟,

1

0

0            ,        ∫ 𝑣0𝑑𝑥 <  𝑟,
1

0

        

  

 

 باشند.( می 4روابط بالا مشابه روابط )کنیم که دقت مشاهده میباز هم با کمی
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، �̅� مشخص ر مکاند 𝑣با درنظرگرفتن تابع  و معلوم(عنوان یک تابع به ) 𝑛(t)اکنون با توجه به نحوه تعریف تابع 

 آوریم:دسته ب صورت تفکیک شده به را معادله انتگرال دیفرانسیلی بالا توانیممی

(12) ∫
𝑑𝑢

𝑢(1−𝑢)
= 𝑁(𝑡)

𝑣(�̅�,𝑡)

𝑣0(�̅�)
  

 که در آن

(13)                                                            𝑁(𝑡) = ∫ (𝑛(𝑠) − 𝑟)𝑑𝑠
𝑡

0
 

 آوریم:و بلافاصله با حل آن بدست می

 (14)  𝑣(�̅�, 𝑡) = (1 +
1 − 𝑣0(�̅�)

𝑣0(�̅�)
e−N(t))

−1

  

�̅�( برای هر 10اگر در رابطه ) ∈ [0 , 0فرض کنیم  [1 < 𝑣0(�̅�) < 0باشد آنگاه خواهیم داشت  1 ≤ 𝑣 ≤

1. 

به دست  𝑛 برای تابع معادله دیفرانسیل معمولییک  𝑥( نسبت به 9با انتگرالگیری از معادله ) کهلازم به ذکر است 

 آوریم:می

(15)                                       𝑑

𝑑𝑡
 [∫ 𝑣 𝑑𝑥

1

0
] = [∫ 𝑣(1 − 𝑣) 𝑑𝑥

1

0
]  (𝑛 − 𝑟) 

  فرض یاو 

(16)                                                    𝛽(𝑡) = ∫ 𝑣(1 − 𝑣)
1

0

𝑑𝑥. 

 خواهیم داشت: 

(17)  𝑑

𝑑𝑡
(𝑛 − 𝑟) = 𝛽(𝑛 − 𝑟) 

  

𝛽(𝑡) کهطوریبه ≥  .باشدمی 0

𝑛را برای ( 17دیفرانسیل خطی ) توانیم معادلهمیآنگاه و مفروض باشد،  نامنفی 𝛽 فرض کنیم  − 𝑟  برحسب𝛽 حل 

 : داشتخواهیم کنیم و 

(18)   𝑛(𝑡) − 𝑟 = (𝑛(0) − 𝑟)𝑒∫ 𝛽(𝑠)𝑑𝑠
𝑡

0  

 :بگیریم توانیممینتیجه  اکنون دو

< 𝑛(0)اگر فرض کنیم  :لفا  r و لذا 𝑛(𝑡) − 𝑟 ≥ 𝑛(0) − 𝑟 ، 

𝑡وقتی که  آنگاه →  : داریم ∞+

  𝑒−𝑁(𝑡) = 𝑒− ∫ (𝑛(𝑠)−𝑟)𝑑𝑠
𝑡

0 ≤ 𝑒−(𝑛(0)−𝑟)𝑡 → 0                 
,𝑣(�̅�هرگاه  که گیریممی نتیجه (10)از بنابراین  𝑡) → →  𝑡   آنگاه 1 +∞. 

𝑛(0)اگر  :ب < 𝑟، مانند روند بالا نتیجه خواهیم گرفت که هرگاه 𝑣(�̅�, 𝑡) → 𝑡 آنگاه  0 → در نتیجه  .∞+

 شود.( ثابت می11رابطه )



 

 

 
I4C.IUST.AC.IR         180 

𝑛𝑖علامت تابع وابسته به  تابع هویسایدیگزینی با یک جا شاملکه  کنیمپیشنهادمی مدلی را حال − 𝑟𝑖 این باشد. می

 : در این حالت ( را دارد.3پایدار مضاعف )رفتار زمانی بلند مدت مشابه با دستگاه  دینامیک ومدل 

(19) 𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑡
= −𝐻(𝑟𝑖 − 𝑛𝑖)𝑣𝑖 − 𝐻(𝑛𝑖 − 𝑟𝑖)(𝑣𝑖 − 1)              

 که:

(20) 𝑛𝑖(𝑡) = ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑣𝑗(𝑡)𝑗  

 

𝐻و  = 𝐻(𝑠) تابع هویساید است. 

𝐻(𝑠) =     
< s  و    1 0 

≥ s  و    0 0 
 

𝑛iاگر  لازم به ذکر است < ri آنگاه  باشد𝑑𝑣i

dt
= −𝑣i  بنابراین𝑣i → سیر نزولی تعداد مبتلایان و در نهایت ) 0

𝑛iاگر و  (و وضعیت سفید 19-جامعه عاری از ویروس کووید > ri باشد، آنگاه 𝑑𝑣i

dt
= −(𝑣i − 𝑣iو  (1 → 1 

تر زرگتواند بنمی 𝑣i(. در هر صورت پرخطر و وضعیت هشدار و قرمز جامعه نهایت در و مبتلایان تعداد صعودی سیر)

  .باشدمی در مدل پایدار مضاعفشابه موارد گفته شده م باشد که صفریا کوچکتر از و  یکاز 

درمی یابیم که:   𝐻(𝑟𝑖 − 𝑛𝑖) + 𝐻(𝑛𝑖 − 𝑟𝑖) =  در نهایت  چون 1

(21) 𝑑𝑣𝑖

𝑑𝑡
= −𝑣𝑖 + 𝐻(𝑛𝑖 − 𝑟𝑖). 

 

 دیفرانسیل-انتگرالمدل معادله ( 4

 هدفدر واقع کنیم. می را با استفاده از مطالب بخش گذشته معرفی دیفرانسیل-مدل معادله انتگرال یک در این بخش

 پیوسته است. صورت یک مدلای گسسته بهاز ارائه این مدل تعمیم مدل شبکه

 کنیم. دیفرانسیل زیر را پیشنهادمی-انتگرالای گسسته بخش قبل مدل ع با الهام از مدل شبکهبرای شرو

 (22) 𝜕𝑣

𝜕𝑡
= 𝑣(1 − 𝑣)(𝑛 − 𝑟). 

𝑣 این مدلدر = 𝑣(𝑥, 𝑡) را در موقعیت  19-کووید ویروس به ابتلا احتمال𝑥 و زمان 𝑡 دهد. مشابه آنچه مینشان

𝑣اگر  شده،که قبلا بیان ≅ توجه به میزان شدت بیماری و د مبتلا با افرا همچنین وباشد باشد فرد موردنظر سالم می 0

است  حواض کند.اختیار می 1مقداری را بین صفر و  ابتلا آن هاتابع ، 19-شایع ویروس کووید ئمچگونگی بروز علا

 مبتلا شده دارای وضعیت جسمانی وخیم )بیماران بستری شده در بخش مراقبت های ویژه مراکز درمانی(،که نفرات 

𝑣) دارند 1 نزدیک به ابتلاتابع  ≅ 1.) 

𝑛تابع  = 𝑛(𝑥, 𝑡)  مرتبط در جامعه )محیط حمل و نقل عمومی، محل کار افراد  سرایت احتمال گیری اندازههم

 باشد.می 𝑤 و 𝑣 کانولوشن دو تابعدهد که برابر با نشان می 𝑡 و زمان 𝑥را در موقعیت  کارمندان، مراکز درمانی و...(

 

(23) 𝑛(𝑥, 𝑡) = (𝑤 ∗ 𝑣)(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑤(𝑥 − 𝑦)𝑣(𝑦, 𝑡)𝑑𝑦.
∞

−∞
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𝑤کهطوریبه > ∫) تابع وزن یا ردپا 0 wds = 1
𝑅

𝑤( است. این تابع  = 𝑤(𝑠)  یک پویایی را به مدل تحمیل

 کندکه در حالت گسسته وجود نداشت.می

0نیز ثابت باشد) افراد بهداشتی های پروتکل و دستورالعمل رعایت میزانکنیم که میهمچنین فرض ≤ 𝑟 ≤ 1 .)

.)𝑣نیاز به شرط اولیه  ،کردن مدلبرای کامل ,0) = 𝑣0. داریم. 

فرد  کهطوریبه طور منظم بروی خط اعداد حقیقی مرتب شده اند،گیریم که بهاکنون جامعه ای از نفرات را درنظرمی

𝑥𝑖 در موقعیت مکانی = 𝑖∆𝑥 (0 < ∆𝑥 ≪  هاشد فرض بر این است که ارتباطقراردارد. همانطور که اشاره (1

𝑤𝑖𝑗 با قرار دادن .مدل بندی شود 𝑤 بین نفرات جامعه با تابع ردپا = ∆𝑥 𝑤(𝑥𝑖 − 𝑥𝑗) تابع توانمی گاهآن 

𝑛𝑖(𝑡)( بوسیله یک انتگرال تقریب کرد1را در معادله ).  

(24) 𝑛𝑖 = ∑ 𝑤𝑖𝑗𝑣𝑗𝑗 = ∑ ∆𝑥 𝑤𝑗 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑗)𝑣(𝑥𝑗 , . ) 

≅ ∫ 𝑤 (𝑥𝑖 − 𝑦)𝑣(𝑦, . ) 𝑑𝑦 = 𝑛(𝑥𝑖 , . ). 

 

 گیریباشد که هرگاه نفرات جهتمی ویژگی این دارای( 3) و( 1)های این مدل همانند مدلن ذکر است که شایا 

-باشند آنگاه کمتر در معرض ابتلا ویروس کووید خود را در هر دو مسیر سلامت جامعه و مبتلا شدن افراد زیاد داشته

𝑣(1)تحت تاثیر پارامتر از افراد دیگر جامعه 19 − 𝑣)حال درآخر نوبت به آن رسیده در مورد تاثیرات  .دنباش( می

انتقال ویروس تعداد اولیه مبتلایان و میانگین میزان مبتلاشدن دیگر نفرات جامعه مفروض که سالم هستند بر روی 

لم و قضیه مهمی به همراه اثبات آن ها بیان شده  (8-6در منابع ) درصد نهایی مبتلایان جامعه تصمیم گیری انجام شود.

ست که تحلیل مناسبی از آن می توان استنباط کرد به نحوی که هرگاه متوسط اولیه میزان انتقال ویروس از افراد مبتلا ا

𝑣یک جامعه مفروض از احتمال ابتلا شدن دیگر نفرات سالم همان جامعه بیشتر باشد در این صورت تابع  =

𝑣(𝑥, 𝑡) این معناست که کل نفرات جمعیت مفروض به مرور  با گذشت زمان به عدد یک میل خواهد کرد و این به

برای  .خواهند شد. واضح است که برعکس این حالت هم قابل بیان کردن می باشد 19-زمان مبتلا به ویروس کووید

𝑣زیر برای تابع شروع لم مهم  = 𝑣(𝑥, 𝑡)
 

 کرانی را فراهم می سازد:

 

,𝑟(𝑥تابع  هرگاه کنیم فرضمی( 1-4لم 𝑡)  همچنین: و باشد ثابتبرای هر فرد جامعه 𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑛(𝑡) 

𝑣آنگاه تابع  (،است مکانی موقعیت از مستقل)  = 𝑣(𝑥, 𝑡) .در یک موقعیت مشخص بین صفر و یک خواهد بود 

 ( ارجاع می دهیم.6اثبات: خوانندگان محترم رو به منبع )

 

,𝑟(𝑥( فرض کنید تابع 1-4قضیه 𝑡)  و موقعیت  باشد ثابتبرای هر فرد جامعهx  اعدادی بین صفر وL  ،اختیار کند

متوسط اولیه میزان انتقال ویروس از افراد مبتلا یک جامعه در این صورت هرگاه  همچنین 
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𝑣مفروض از احتمال ابتلا شدن دیگر نفرات سالم همان جامعه بیشتر باشد در این صورت تابع  = 𝑣(𝑥, 𝑡)  با

 ( ارجاع می دهیم.6خوانندگان محترم رو به منبع )اثبات:  گذشت زمان به عدد یک میل خواهد کرد و برعکس.

سازی قابل مدل 19-براساس مدل ارائه شده تحلیل، برنامه ریزی، کنترل و ساماندهی پدیده شیوع ویروس کووید

پس از اعتبار سنجی جهت پیش بینی و  شده براساس رفتار جامعه مفروض از مدل ریاضی طراحیباشد. ریاضی می

با یک الگوی درمانی جامع و صحیح  همچنین، تغییرات رفتار جامعه براساس تغییرات پارامترها استفاده می شود

توان سرعت شیوع توانیم به کنترل رشد و شیوع بیماری دست پیدا کنیم. همچنین با استفاده از مدل ارائه شده میمی

یک جامعه را تخمین زد. این موضوع با ابزارهای ریاضی پیشرفته مانند تقریب بوسیله معادلات در میان افراد 

دیفرانسیل -دیفرانسیل با مشتقات جزئی قابل تحلیل عددی بیشتری است. همچنین لازم به ذکر است که مدل انتگرال

اضی برای تحلیل های بیشتر باشد. تحلیل مندان به مباحث ریتواند شروع خوبی برای علاقهارائه شده در این مقاله می

های شود تا بتوان تحلیلعنوان کارهای تحقیقاتی جدید پیشنهاد میتر بههای جدید و دقیق( با روش24عددی مدل )

  تری ارائه کرد.دقیق

 

 منابع

1. Funk. S, Salathe. M, Jansen. V. A. A, (2010). Modeling the influence of human behavior 

on the spread of infectious diseases: A review. J. R. Soc. Interface 7, 1247-1256. 

2. Van den Driessche. P, Zou. X, (2007). Modeling relapse in infectious diseases, 

Mathematical Biosciences 207, 89-103. 

3. Wang. J, Pang. J, Liu. X, (2014). Modeling diseases with relapse nonlinear incidence of 

infection: a multi-group epidemic model, J. Biological dynamics 8(1), 99-116. 

4. Braun. R.J, Wilson. R.A, Pelesko. J.A, Buchanan. J. R, Gleeson. J. P, (2006). 

Applications of small word network theory in alcohol epidemiology, J. Alcohol Stud. 67, 

591-599. 

5. Wilson. R. A, Buchanan. J. R, Gleeson. J. P, Braun. R. J, (2004). A network model of 

alcoholism and alcohol policy, Proc. Math. Problems in Industry Workshop, November 5. 

6. French. D. A, Teymuroglu. Z, Lewis. T. J, Braun. R. J, (2010). An integro-differential 

equation model for the spread of alcohol abuse, Journal of Integral Equations and 

Applications, 22(3), 443-464.  

7. Kolata. G, (2007). Study says obesity can be contagious, The New York Times, July 25. 

8. Kotlowitz. A, (2008). Blocking the transmission of violence, The New York Times 

Magazine, May 4. 

9. Medlock. J, Kot. M, (2003). Spreading disease: integro-differential equations old and 

new, Math Biosci. 184(2), 201-22. 

10. Braun. M, (1992). Differential equation and their applications, Fourth Edition, 67-80. 

Murray. J. D. 

11. Watts. D. J, Strogatz. S. H, (1998). Collective dynamics of small world networks, 

Nature 393, 440-442. 

12. Newman. M. E. J, (2003). The structure and function of complex networks. SIAM 

Review 45: 167-256. 

13. Watts. D. J, (1999). Small worlds: the dynamics of networks between order and 

randomness. Princeton U. Press, Princeton. 



 

 

 
I4C.IUST.AC.IR         183 

14. Newman. M. E. J, (2002). Spread of epidemic disease on networks. Phys. Rev. E 66, 

016128. 

15. Hethcote. H. W, (2002). The mathematics of infectious diseases. SIAM Review 42(4), 

599-653. 

16. Information about COVID-19, World Health Organization (WHO), www.who.int. 

17. Hosseini. S. H, (2016). Introducing an Integro-Differential Equation Model for Spread 

of Addictive Drugs abuse. Quarterly Journal of Drug Abuse 10(40). 

18. Bhatia, (2020). Estimation of Individual Probabilities of COVID-19 Infection, 

Hospitalization and Death From A County-level Contact of Unknown infection Status. 


