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  ف های چبیشای انتگرال کسری چندجملهعملیاتی های تورویک با استفاده از ماتریس-حل معادله بگلی

 
 

 2نوید فروهی، 1کاظم نوری، 1,* رضا بروغنی

 سمنان، سمنان، ایران، دانشگاه کامپیوترعلوم  ریاضی، آمار و دانشکده1

 فردوسی، مشهد، ایران دانشکده علوم ریاضی، دانشگاه 2

 

 چکیده 

 

گرال های عملیاتی انتتورویک براساس ماتریس-در این مقاله، به بیان روشی محاسباتی برای حل معادله دیفرانسیل بگلی

های علملیاتی کسری برای تبدیل مساله ماتریسپردازیم. از خواص ای های چبیشف انتقال یافته نوع اول میکسری چندجمله

مثال های عددی به منظور اعتبارسنجی و دقت روش، ارائه شده است. با استفاده  .کنیمجبری خطی استفاده می به دستگاه

 است. آورده شدهمحلی تیلور از نرم افزار متلب مقادیر مثال ها جهت بررسی خطای مطلق و مقایسه با روش هم
 

 چندجمله ای های چبیشف انتقال یافته، معادلات دیفرانسیل ، ماتریس های عملیاتی، حسابان کسریکلمات کلیدی: 

 

 

 مقدمه   .1

های دینامیکی، هدایت گرما، سیستم های سلولار، صنایع نفت، پردازش سیگنال، خیرا بسیاری ازپدیده های مهم در سیستما

توان بااستفاده از معادله دیفرانسیل بامرتبه کسری های علوم و مهندسی را میزمینهنظریه کنترل، مکانیک سیالات و سایر 

های عددی برای پیداکردن جواب تقریبی معادله دیفرانسیل کسری توسط نویسندگان و منابع باموفقیت مدلسازی کرد. روش

ای های چبیشف انتقال یافته ری چندجملهدر این مقاله، از ماتریس عملیاتی انتگرال کس .[1]موجود در آن بررسی شده است

 : شودتورویک بامشتق کاپوتو استفاده می-نوع اول برای بدست آوردن جواب تقریبی معادله بگلی

(1)                                                                             𝐴𝑦′′(𝑥) + 𝐵𝑦
3

2(𝑥) + 𝐶𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝑦(0)  باشرط مرزی: = 𝑦0و𝑦′(0) = 𝑦1 و𝑓(𝑥) تورویک در مدل سازی حرکت -باشد. معادله بگلیتابعی پیوسته می

ریکله تورویک باشرط مرزی دی-صفحه صلب که در سیال نیوتنی ادغام شده ظاهر می شود. قضیه وجود و یکتایی معادله بگلی

ابراین، باشد. بنلیلی سخت میآورده شده است. به طور کلی ، حل بسیاری از معادلات دیفرانسیل کسری به صورت تح[2]در

های عملیاتی . سعادتمندی و دهقان روش ماتریس[3,4] شودمی های عددی بسیار استفادهبی و روشهای تقریاز جواب

 بکاربرده اند.[5]لژاندر را برای حل معادله دیفرانسیل کسری در

 

 تعاریف مقدماتی  .2

𝐼𝑎عملگر   .2.1تعریف
𝛼در 𝐿1[𝑎, 𝑏] دزیر تعریف می شوبه صورت: 

 

𝐼𝑎
𝛼𝑓(𝑥) =

1

Γ(𝛼)
∫ (𝑥 − 𝑡)(1−𝛼)

𝑥

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 ; 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏 , 𝛼 𝜖 ℝ 

                                                 
Email: boroghani@semnan.ac.ir 
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𝐼𝑎به عملگر
𝛼مرتبهزلیوویل ا-لگر انتگرال کسری ریمان، عم𝛼 رگوئیم. اگمی𝛼 =  :باشد خواهیم داشت 0

𝐼𝑎
0 = 𝐼 

 عملگرهمانی است.𝐼 که

α بافرض  .2.2تعریف ≥ 𝑚و0 = ⌈𝛼⌉کنیم:رابطه زیر را تعریف می 

𝐷∗𝑎
𝛼 𝑓: 𝐼𝑎

𝑚−𝛼𝐷𝑚𝑓 

,𝐷𝑚𝑓𝜖𝐿1[𝑎که 𝑏]. به𝐷∗𝑎
𝛼 𝑓 اگر گوئیم.عملگر کسری مشتق کاپوتو می𝑚 = 𝛼 ،آنگاه  باشد 

𝐷∗𝑎
𝛼 𝑓 = 𝐼𝑎

0𝐷𝛼𝑓 = 𝐷𝛼 

ای که در ذیل ذکر شده است نشان دهنده رابطه ی بین عملگرمشتق کسری کاپوتو و انتگرال کسری دو رابطه   .2.3قضیه

 : باشدلیوویل می-ریمان
(2)                                                                                                        𝐷∗𝑎

𝛼 𝐼𝑎
𝛼𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥) 

  و

(3)                                                                              𝐼𝑎
𝛼𝐷∗𝑎

𝛼 𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥) − ∑
𝑦(0)

𝑘

𝑘!

⌈𝛼⌉−1
𝑘=0 𝑥𝑘 

 شوند:به شکل زیر تعریف می 𝑛ای های چبیشف درجهچندجمله  .2.4تعریف

𝑇𝑛(𝑡) = cos(𝑛𝜃) ; 0 ≤ 𝜃 ≤ Π 

𝑡که = cos (𝑛𝜃)ای های چبیشف از درجهمحلی چندجملهو نقاط هم𝑛 +  آیند:از رابطه زیر بدست می1

𝑡𝑖 = cos(
(2𝑖 + 1)Π

2𝑛 + 1
) ; 𝑖 = 0,1,2, … , 𝑛 

باشد:های چبیشف به صورت زیر میچندجملههمچنین رابطه بازگشتی در   

𝑇𝑛+1(𝑥) = 2𝑥𝑇𝑛(𝑥) − 𝑇𝑛−1(𝑥) 

𝑇0(𝑥)که = 𝑇1(𝑥)و1 = 𝑥. 

 

ω(𝑥)ای های چبیشف باتابع وزنچندجمله =
1

√(1−𝑥2)
 به صورت زیر متعامد هستند: [1,1−]در بازه

∫
𝑇𝑚(𝑥)𝑇𝑛(𝑥)

√(1 − 𝑥2)
𝑑𝑥 = {

0    ;       𝑚 ≠ 𝑛
Π

2
  ;   𝑚 = 𝑛 ≠ 0

Π   ;      m = n = 0

1

−1

 

 

 

 های چبیشف را به صورت:ایجملهفرم ماتریسی چند  .2.5تعریف

𝑇(𝑥) = [𝑇0(𝑥), 𝑇1(𝑥), 𝑇2(𝑥),… , 𝑇𝑛(𝑥)]𝑇 

 و

𝑋 = [1, 𝑥, … , 𝑥𝑛]𝑇 

𝑇(𝑥)در نظر می گیریم. لذا می توان نوشت: = 𝑇𝑋. 
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 که

𝑇 =

[
 
 
 
 
 
 

1 0 0
0 1 0

0 0 … 0
0 0 … 0

−1 𝑡2,1 2

0
⋮

cos (
𝑛Π

2
)

𝑡3,1

⋮
𝑡𝑛,1

𝑡3,2

⋮
𝑡𝑛,2

0 0 ⋯ 0
22

⋮
𝑡𝑛,3

0
⋮

𝑡𝑛,4

⋯
⋱
…

0
⋮

2𝑛−1
]
 
 
 
 
 
 

 

 بنابراین داریم:

𝑡𝑖,0 = cos (
𝑖Π

2
) ; 𝑖 = 0,1,2. . . , 𝑛 

 و

𝑡𝑖,𝑗 = {
(2|𝑡𝑖−1,𝑗−1| + |𝑡𝑖−2,𝑗|𝑠𝑖𝑔𝑛|𝑡𝑖−1,𝑗−1|); 𝑖 ≥ 𝑗

0                                                                  ; 𝑖 < 𝑗
 

𝑊که 𝑊𝑋تبدیل  با ماتریس[T,0]را به بازه ی[1,1−]های چبیشف بر بازه یایچندجمله  .2.6تعریف = 𝑇𝑅و 

𝑅𝑖,𝑗 = {
(
𝑖

𝑗
) 𝛾1

𝑖−𝑗
𝛾2

𝑗
                          ; 𝑖, 𝑗 = 0,1,2, … , 𝑛

0                                       ;                 𝑖 < 𝑗
 

𝛾1کنیم، کهتبدیل می = 𝛾2و1− =
2

𝑇
. 

یافته نوع اول به صورت زیر تعریف  های چبیشف انتقالای انتگرال کسری چندجملهعملیاتی  ماتریس  .2.7تعریف

  :[6]شوندمی
(4)                                                                                                𝐼𝛼(𝑊𝑋) = (𝐴𝛼 ∗ 𝑊)𝑋𝛼 

𝑋𝛼که در آن = 𝑥𝛼 . 𝑋 = [𝑥𝛼 , 𝑥𝛼+1, 𝑥𝛼+2, … , 𝑥𝛼+𝑛]𝑇  ماتریس پایین باشد، همچنین ضرب نقطه به نقطه می∗و

 باشد:به صورت زیر می𝐴𝛼مثلثی

𝐴𝑖,𝑗 = {

Γ(𝑗 + 1)

Γ(𝛼 + 𝑗 + 1)
            ;              𝑖 ≥ 𝑗

0                                   ;              𝑖 < 𝑗

 

 

 آنالیز روش  .3

 تورویک به صورت-فرم معادله دیفرانسیل بگلی

𝐴𝑦′′(𝑥) + 𝐵𝑦
3

2(𝑥) + 𝐶𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

𝐴باشد، که می ≠ 0 ،𝐵و𝐶𝜖ℝ  مقادیر ثابت و𝑓(𝑥)توان به فرم زیر نوشترا می(1)باشد. معادلهمعلوم می: 

𝐴𝐷2𝑦(𝑥) + 𝐵𝐷
3

2𝑦(𝑥) + 𝐶𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

ای های چبیشف انتقال یافته نوع اول خواهیم باتقریب زدن از بزرگترین مشتق موجود در معادله با استفاده از چندجمله

  داشت:
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(5)                                                                                                          𝐷2𝑦(𝑥) ≈ 𝑌𝑇𝑊𝑋 

  توان نوشت:می(3)بااستفاده از رابطه ی 

(6)                                                                                  𝐼2𝐷2𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥) − ∑
𝑦(0)

𝑘

𝑘!

1
𝑘=0 𝑥𝑘 

 داریم:(6)در(5رابطه) باجایگزین کردن

𝐼2(𝑌𝑇𝑊𝑋) = 𝑦(𝑥) − (𝑦0 + 𝑦1𝑥) 

𝑦(𝑥) باقراردادن − (𝑦0 + 𝑦1𝑥) = ℎ(𝑥) کنیم:رابطه ی فوق رابازنویسی می  

(7)                       𝑦(𝑥) = 𝑌𝑇𝐼2(𝑊𝑋) + ℎ(𝑥) 

  نویسیم:میرا به شکل زیر (7(، رابطه ی )4)سپس بااستفاده از رابطه ی

(8)                                                                                     𝑦(𝑥) = 𝑌𝑇(𝐴2 ∗ 𝑊)𝑋2 + ℎ(𝑥) 

𝐷برای محاسبه 
3

2𝑦(𝑥)را در(4)نیز، طرفین معادله ی𝐷
3

 کنیم:ضرب می2

𝐷
3

2𝑦(𝑥) = 𝐷
3

2𝐼2𝐷2𝑦(𝑥) + 𝐷
3

2ℎ(𝑥) 

𝐷با توجه به اینکه
3

2ℎ(𝑥) =  خواهیم داشت:باشد، می0

𝐷
3

2𝑦(𝑥) = 𝐷
3

2𝐼
3

2𝐼
1

2𝐷2𝑦(𝑥) 

  :(2.3)بااستفاده از قضیه ی 

(9)                                                        𝐷
3

2𝑦(𝑥) = 𝐼
1

2𝐷2𝑦(𝑥) = 𝐼
1

2(𝑌𝑇𝑊𝑋) = 𝑌𝑇𝐼
1

2(𝑊𝑋) 

  داریم:(9(در )4)باقراردادن رابطه ی

(10)                                                                                  𝐷
3

2𝑦(𝑥) = 𝑌𝑇(𝐴1

2

∗ 𝑊)𝑋
1

2 

 رسیم:به رابطه زیر می(1(در معادله ی)10(و)8(،)5) روابطدر ادامه باجایگزین کردن 

𝐴(𝑌𝑇𝑊𝑋) + 𝐵𝑌𝑇 (𝐴1

2

∗ 𝑊)𝑋
1

2 + 𝐶(𝑌𝑇(𝐴2 ∗ 𝑊)𝑋2 + ℎ(𝑥)) = 𝑓(𝑥) 

𝑌𝑇 سرانجام بافرض: (𝐴1

2

∗ 𝑊)𝑋
1

2 = 𝑀و𝑌𝑇(𝐴2 ∗ 𝑊)𝑋2 = 𝑁:خواهیم داشت  

(11)                                                            𝐴𝑌𝑇𝑊𝑋 + 𝐵𝑀 + 𝐶𝑁 + 𝐶ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

Nهدهیم تابه یک دستگاقرارمی(11)رادر [0,1])ای چبیشف انتقال یافته به بازههای چندجملهمحلی)ریشهحال نقاط هم +

𝑁همعادل1 + به راحتی جواب عددی مساله (8)آید.سپس از رابطه ی بدست می𝑌بردارمجهول برسیم.پس از حل دستگاه 1

 تورویک بدست خواهد آمد.-بگلی
 

 مثال عددی  .4

-چبیشف انتقال یافته نوع اول برای حل معادله بگلیای هایاتی انتگرال کسری چندجملهراین بخش، روش ماتریس عملید

  هانشان داده شده است.اثربخشی روش در مثال و شود و کارآییختلف بکاربرده میتورویک باشرایط م

 گیریم:تورویک زیر را درنظر می-معادله بگلی  .4.1مثال

𝐴𝐷2𝑦(𝑥) + 𝐵𝐷
3

2𝑦(𝑥) + 𝐶𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

Aبافرض = 1،𝐵 = 𝐶 =
1

2
،𝑓(𝑥) = 𝑦(0)و شرایط اولیه:8 = 𝑦′(0)و0 = ب دقیق مساله به صورت زیر جوا 0

 :[7]دباشمی
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𝑦(𝑥) = ∫ 𝐺3(𝑥 − 𝜏)𝑓(𝜏)𝑑𝜏𝐺3(𝑥) =
1

𝐴

𝑥

0

∑
(−1)𝑘

𝑘!
(
𝐶

𝐴
)

𝑘

𝑥2𝑘+1𝐸1

2
,2+

3𝑘

2

𝑘 (
−𝐵

𝐴
√𝑡)

∞

𝑘=0

 

 که

𝐸𝜆,𝜇
𝑘 (𝑦) =

𝑑𝑘

𝑑𝑦𝑘
𝐸𝜆,𝜇(𝑦) = ∑

(𝑗 + 𝑘)! 𝑦𝑖

𝑗! Γ(𝜆𝑗 + 𝜆𝑘 + 𝜇)

∞

𝑗=0

 

 
 

 4.1های دقیق و تقریبی مثالمقایسه جواب -1جدول 

x محلی تیلورروش هم خطای مطلق روش پیشنهادی  جواب دقیق 

0 0 0 0 0 

0.1 0.036505256 1.7777e-05 0.036485547 0.036487479 

0.2 0.14065167 5.7445e-03 0.140634716 0.140639621 

0.3 0.30752628 3.8821e-05 0.140634716 0.307484627 

0.4 0.53331764 3.3533e-05 0.533271294 0.533284110 

0.5 0.81481578 5.8832e-05 0.814735609 0.814756950 

0.6 1.1488886 5.1195e-05 1.148805808 1.148837428 

0.7 1.5326379 7.2455e-05 1.532521264 1.532565443 

0.8 1.9631011 7.1796e-05 1.962974991 1.963029298 

0.9 2.4374123 7.8260e-05 2.437455982 2.437334072 

1 2.9526707 8.6598e-05 2.954070000 2.952584099 
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 4.1های دقیق و تقریبی و خطای مطلق مثالجوابمقایسه  – 1شکل 

 
 

 مجددا با درنظرگرفتن معادله   .4.2مثال

𝐴𝐷2𝑦(𝑥) + 𝐵𝐷
3

2𝑦(𝑥) + 𝐶𝑦(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

𝐴همچنین بافرض = 𝐵 = 𝐶 = 1 ،𝑓(𝑥) = 𝑥 + 𝑦(0)و شرایط اولیه1 = 𝑦′(0)و 1 = جواب دقیق این  1

y(x)مساله = x + n کنیم به طورمثال روش را به ازایباشد. سعی میمی1 = ای دهنده درجه چندجملهنشان𝑛که 2

0 باشد، جواب های دقیق را دربازهمی ≤ 𝑥 ≤  کنیم:پیداکنیم. نتایج محاسبات را در ادامه گزارش می1

𝑋 = [1, 𝑥, 𝑥2]𝑇 

𝑇 = [
1 0 0

−1
1

2 0
−4 4

] 

 سپس:

𝑅 = [
1 0 0
0

−1
1 0
0 1

] 

𝑊  از آنجایی که = 𝑇𝑅:بنابراین 

𝑊 = [
1 0 0
0
1

1 0
−8 8

] 

𝐴1ماتریس پایین مثلثی، (4)براساس رابطه 

2

 شوند:به فرم زیر نتیجه می 𝑋و بردار 

𝑋
1

2 = [𝑥
1

2, 𝑥
3

2, 𝑥
5

2]𝑇 

 و
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𝐴1

2

= [
1.1284 0                 0
1.1284
1.1284

0.7523      0
0.7523 0.6018

] 

 همچنین:

𝐼
1

2(𝑊𝑋) = [
1.128𝑥

1

2

1.505𝑥
3

2 − 1.128𝑥
1

2

1.128𝑥
1

2 − 6.018𝑥
3

2 + 4.814𝑥
5

2

] 

 دهیم:را نمایش می 𝐴2در ادامه

𝐴2 = [
0.5 0                 0
0.5
0.5

 
0.1667      0

0.1667 0.0833
] 

 :(4)و طبق رابطه

𝐼2(𝑊𝑋) =

[
 
 
 
 
 
 

𝑥2

2
𝑥3

3
−

𝑥2

2
2𝑥4

3
−

4𝑥3

3
+

𝑥2

2 ]
 
 
 
 
 
 

 

 

 :سرانجام
 

𝑦تقریبی = −4.5𝑒 − 80𝑥4 + 9.0𝑒 − 80𝑥3 − 1.69𝑒 − 80𝑥2 + 𝑥 + 1 

 

 آیند:های تقریبی در یک بردار ستونی به فرم زیر بدست میجواب [0,1]محلی دربازهو باقراردادن نقاط هم
 

𝑦تقریبی =

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

𝑦(𝑥)بنابراین داریم: = 𝑥 +  باشد.که باجواب دقیق برابر می، 1
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 4.2های دقیق و تقریبی مثالمقایسه جواب – 1شکل 

 

 گیرینتیجه  .5

رم دو مثال توسط نتورویک در -یافته نوع اول، معادله بگلیهای چبیشف انتقالایهای عملیاتی چندجملهبراساس ماتریس

)تعدادافرازهای nافزار متلب با روش مذکور حل شد. نتایج جدول و نمودارها نشان دهنده دقت و کارایی روش بوده، با افزایش

کاهش می چندجمله ای های چبیشف(، جواب های تقریبی توسط روش ارائه شده به جواب دقیق نزدیک تر و خطای مطلق

محلی ملاحظه می شود، جواب های دقیق تر و خطای کم تری نسبت به روش هم محلی تیلورهم یابد. بامقایسه نتایج با روش

 یابد.افزایش می[7]در روش ارائه شده و روش 𝑛شیبا افزازمان اجرای برنامه  تیلور حاصل می شود، همچنین
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