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 چکیده 

 

( GIVEPبرداری ضمنی تعمیم یافته )این مقاله ابتدا به معرفی و تاریخچه مختصر از مسأله تعادل و مسائل تعادل  

توابع مجموعه  فشرده و محدب بودن مجموعه جواب ( و برخی شرایطGIVEPمی پردازد.  سپس قضایای وجودی برای )

ضرب دکارتی از یک فضای برداری توپولوژیک هاسدورف با مقادیر در فضاهای که دامنه زیر مجموعه ای از حاصل مقدار

قضایای وجودی از قضایای اشتراک  اً برداری توپولوژیک یا موضعاً محدب( را ارائه می دهد. برای اثبات) نه لزوم 𝑌توپولوژیک 

 .استفاده می شودفن  -متناهی و قضیه کی

 ، نگاشت نیم پیوسته پایینیKKMخاصیت اشتراک متناهی ، نگاشت مجموعه مقدار، نگاشت کلمات کلیدی: 

 

 مقدمه   .1

:𝑓توابع برای  [5]همکاران و  هانگتوسط  IVEP)مسأله تعادل برداری ضمنی )  𝐾 × 𝐾 → 𝑌  و𝑔: 𝐾 → 𝐾   به

 صورت زیر معرفی گردید:

𝑥یافتن  ∈ 𝐾 طوری کهبه 

𝑓(𝑔(𝑥), 𝑦) ∈− 𝑖𝑛𝑡𝐶,    ∀𝑦 ∈ 𝐾. 
𝐶و   𝑋زیرمجموعه ناتهی، محدب و بسته از  𝐾فضاهای برداری توپولوژیک هاسدورف و   𝑌و  𝑋که در آن  ⊆ 𝑌  مخروطی

 باشد.  محدب و بسته می

قابل ذکر است که مسأله تعادل برداری ضمنی دربرگیرنده دسته مهمی از مسائل از جمله مسأله نابرابری تغییراتی تعمیم 

𝑥یافته است که عبارت است از یافتن  ∈ 𝐾 طوری کهبه 
𝑇(𝑔(𝑥)), 𝜃(𝑦, 𝑔(𝑥))〉 ∈− 𝑖𝑛𝑡𝐶(𝑥),    ∀𝑦 ∈ 𝐾, 

,𝐿(𝑋که در آن  𝑌)  نمایش فضای همه عملگرهای خطی پیوسته از𝑋  به𝑌 ،𝑇: 𝐾 → 𝐿(𝑋, 𝑌)  ،𝜃: 𝐾 × 𝐾 → 𝑋  و

𝑔: 𝐾 → 𝐾   و〈𝑇(𝑧), 𝑦〉 = 𝑇(𝑧)(𝑦)  و𝐶(𝑥) ⊆ 𝑋 باشد.مخروطی محدب و بسته می 

                                                 
1* Corresponding author: اردشیر کرمیان 
Email: ar_karamian1979@yahoo.com 
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 [ به صورت زیر معرفی شد.1] در  1997مسأله تعادل برداری تعمیم یافته برای اولین بار در سال 

باشد و   𝑌مخروط محدب و بسته در  𝐶و  𝑋زیرمجموعه محدب، بسته و ناتهی از فضای برداری توپولوژیک  𝐾فرض کنید 

𝑖𝑛𝑡𝐶 ≠ :𝐹. اگر ∅ 𝐾 × 𝐾 → 2𝑌  یک نگاشت مجموعه مقدار باشد. مسأل( ه تعادل برداری تعمیم یافتهGVEP عبارت )

𝑥است از یافتن  ∈ 𝐾  طوری کهبه 

 𝐹(𝑥, 𝑦) ⊈ −𝑖𝑛𝑡𝐶,    ∀𝑦 ∈ 𝐾. 

( که به صورت زیر معرفی می شود را بررسی کرده GIOEP[ مسأله تعادل عملگری ضمنی تعمیم یافته )8نویسندگان در ]

 اند:

∗𝑓یافتن  ∈ 𝐾  طوری کهبه 
 𝐹(ℎ(𝑓∗), 𝑔) ⊈ −𝑖𝑛𝑡𝐶(𝑓∗), ∀𝑔 ∈ 𝐾 

:𝐹که در آن  𝐾 × 𝐾 ⟶ 2𝑌   ،نگاشت مجموعه مقدارℎ: 𝐾 ⟶ 𝐾  ،یک نگاشت𝑋  و𝑌  فضاهای برداری توپولوژیک

,𝐿(𝑋هاسدورف،  𝑌)   فضای همه عملگرهای خطی پیوسته از𝑋  به𝑌  ،𝐾 ⊆ 𝐿(𝑋, 𝑌)   ،مجموعه ناتهی و محدب

𝐶: 𝐾 ⟶ 2𝑌 ر طوری که برای هنگاشت مجموعه مقدار به𝑓 ∈ 𝐾 ،𝐶(𝑓)  مخروطی محدب و بسته در𝑌  با درون

𝑖𝑛𝑡𝐶(𝑓)ناتهی) ≠  است. 𝑌نمایش مجموعه همه زیرمجموعه های ناتهی  2𝑌( و ∅

𝐾(  شرط GIOEPتوجه. اگر در مسأله فوق ) ⊆ 𝑋  را با شرط𝐾 ⊆ 𝐿(𝑋, 𝑌)  جایگزین کنیم آن را مسأله تعادل برداری

 دهیم. نمایش می GIVEPنامیم و با ضمنی تعمیم یافته می

 

[ با جایگزین کردن فضاهای 8[ نگارش شده است و هدف آن گسترش نتایج ارائه شده در ]8این مقاله با الهام گرفتن از مقاله ]

 برداری توپولوژیکی هاسدورف و حذف برخی شرایط است. 

 ز داریم، یادآوری می شود.در ادامه این بخش، برخی از تعاریف و نتایجی را که در بخش بعدی به آنها نیا

 دار است اگرمخروط محدب و نوک  𝑌از  𝐶زیرمجموعه 

  𝐶 + 𝐶 ⊆ 𝐶, 𝑡𝐶 ⊆ 𝐶, ∀𝑡 ≥ 𝐶و   0 ∩ −𝐶 = {0𝑌} 

 [  را ببینید.(6و  5، 4، 2، 1) برای مثال مراجع ]

:𝑊 دامنه و گراف نگاشت مجموعه مقدار 𝑋 ⟶ 2𝑌 شود:به ترتیب به صورت زیر تعریف می 
𝐷(𝑊) = {𝑥 ∈ 𝑋: 𝑊(𝑥) ≠ ∅} 

 𝐺𝑟(𝑊) = {(𝑥, 𝑧) ∈ 𝑋 × 𝑌: 𝑧 ∈ 𝑊(𝑥)}. 
𝑋زیرمجموعه ای بسته از  𝐺𝑟(𝑊)شود هرگاه گراف آن بسته باشد؛ یعنی بسته نامیده می 𝑊 همچنین × 𝑌   باشد. نگاشت

:𝑇مجموعه مقدار  𝑋 ⟶ 2𝑌  در𝑥0 ∈ 𝑋 پیوسته بالایی)نیم𝑢. 𝑠. 𝑐. نامیده می شود، هرگاه برای هر مجموعه باز )𝑉 ⊆

𝑌  شامل𝑇(𝑥0)  مجموعه بازی مانند𝑈 ⊆ 𝑋   و شامل𝑥0 طوری که برای هر موجود باشد به𝑢 ∈ 𝑈  ،𝑇(𝑢) ⊆ 𝑉. 

:𝑇نگاشت مجموعه مقدار  𝑋 ⟶ 2𝑌  در𝑥0 ∈ 𝑋  نیم پیوسته پایینی) به اختصار𝑙. 𝑠. 𝑐. نامیده می شود، هرگاه برای هر )

𝑉مجموعه باز  ⊆ 𝑌  که𝑇(𝑥0) ∩ 𝑉 ≠ 𝑈، مجموعه بازی مانند  ∅ ⊆ 𝑋   و شامل𝑥0 طوری که برای موجود باشد به

𝑢هر  ∈ 𝑈،  𝑇(𝑢) ∩ 𝑉 ≠ ∅. 

:𝑇نگاشت مجموعه مقدار   𝑋 ⟶ 2𝑌  در 𝑥0 ∈ 𝑋شود، هرگاه در پیوسته نامیده می 𝑥0 ∈ 𝑋 پیوسته بالایی و نیم

 پیوسته پایینی باشد.نیم

.𝑋  ،𝑢 روی 𝑇بعلاوه،  𝑠. 𝑐. (𝑙. 𝑠. 𝑐.شود هرگاه در هرنقطه از ( نامیده می 𝑋  ،𝑢. 𝑠. 𝑐. (𝑙. 𝑠. 𝑐. .باشد  ) 

 ای و نتایج زیر را احتیاج داریم.در ادامه تعاریف پایه
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:𝑇فضاهای توپولوژیک هاسدورف و  𝑌و   𝑋فرض کنید  [.9] 1-1 گزاره 𝑋 ⟶ 2𝑌  یک نگاشت باشد، آنگاه گزاره های زیر

 برقرارند:

𝑥0الف( برای هر  ∈ 𝑋   اگر𝑇  دارای مقدار فشرده در𝑥0  یعنی( باشد𝑇(𝑥0)  آنگاه ،)فشرده باشد𝑇  در𝑥0 ∈ 𝑋  نیم

{𝑥𝛼}پیوسته بالایی است اگر و تنها اگر برای هر تور  ⊆ 𝑋 که 

 𝑥𝛼 ⟶ 𝑥0  
𝑦𝛼و برای هر  ∈ 𝑇(𝑥𝛼) ،𝑦0 ∈ 𝑇(𝑥0)  و زیر تور{𝑦𝛼𝛽

} ⊆ {𝑦𝛼} طوری که موجود باشند به𝑦𝛼𝛽
⟶ 𝑦0؛ 

𝑥0در  𝑇ب(  ∈ 𝑋  نیم پیوسته پایینی است اگر و تنها اگر برای هر تور{𝑥𝛼} ⊆ 𝑋 که𝑥𝛼 ⟶ 𝑥0  و برای هر𝑦0 ∈

𝑇(𝑥0) ،𝑦𝛼 ∈ 𝑇(𝑥𝛼) طوری که موجود باشد به𝑦𝛼 ⟶ 𝑦0. 

 

:𝑇فضاهای توپولوژیک هاسدورف و  𝑌و   𝑋فرض کنید  .2-1 گزاره 𝑋 ⟶ 2𝑌  ،یک نگاشت مجموعه مقدار ناتهی باشد

 بسته است.   𝑇 مقدار بسته و نیم پیوسته بالایی باشد آنگاه گراف 𝑇اگر 

 

 باشد. نگاشت مجموعه مقدار 𝑋زیرمجموعه ناتهی از فضای برداری توپولوژیک 𝐾. فرض کنید [11] 3-1تعریف 

  𝑇: 𝐾 → 2𝑋 نگاشتKKM وعه متناهی شود هرگاه برای هر زیرمجمنامیده می{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}     از𝐾   ،

𝐶𝑜{𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}     مشمول در⋃𝑛
𝑖=1 𝑇(𝑥𝑖)  باشد که در آن𝐶𝑜  .نمایش غلاف محدب است 

[ مورد 11در ] 1920در سال  Mazurkiewiczو  Knaster  ،Kuratowskiبرای اولین بار توسط KKMنگاشت های 

 اشتراک متناهی برای مقادیر نگاشت تضمین شود.بررسی قرار گرفت تا خاصیت 

 

:𝐹و نگاشت مجموعه مقدار  𝑋زیرمجموعه ناتهی از فضای برداری توپولوژیک  𝐾فرض کنید  [.3] 4-1لم  𝐾 → 2𝑋  ،

موجود باشد  𝐾از  𝐵باشد. همچنین فرض کنید زیرمجموعه محدب، فشرده و ناتهی  𝐾با مقادیر بسته در  KKMنگاشت 

𝑥∈𝐵∩ که طوری به 𝐹(𝑥)  فشرده باشد، آنگاه 
∩𝑥∈𝐾 𝐹(𝑥) ≠ ∅ 

 
 

 نتایج اصلی  .2

های [ برای نگاشت1در ] 2و نتیجه  2-3و  3-1[ و قضایای 8ارائه شده در مرجع ]  3-1یکی از اهداف این بخش تعمیم قضیه 

مجموعه مقدار با مقادیر در فضاهای توپولوژیک ) نه لزوماً برداری توپولوژیک یا برداری توپولوژیک موضعاً محدب( با شرایط 

پولوژیک هاسدورف فضای تو  𝑌فضای برداری توپولوژیک هاسدورف و  𝑋باشد. در سراسر این بخش فرض کنید تر میضعیف

 است. 

های مجموعه مقدار با مقادیر ناتهی و فشرده باشد را برای نگاشت GIVEPقضیه زیر شرایط کافی برای اینکه مجموعه جواب 

 کند.در فضاهای توپولوژیک ارائه می

:ℎو  𝑋زیرمجموعه محدب و ناتهی از  𝐾فرض کنید  .1-2قضیه 𝐾 ⟶ 𝐾  یک نگاشت و𝐹: 𝐾 × 𝐾 ⟶ 2𝑌  و

  𝑆: 𝐾 ⟶ 2𝑌طوری که به ازای هرهایی مجموعه مقدار باشند، بهنگاشت 𝑥 ∈ 𝐾 ،𝑆(𝑥)  باز باشد. همچنین فرض کنید

 شرایط زیر برقرار باشند:

𝑦 الف( به ازای هر ∈ 𝐾نگاشت مجموعه مقدار ، 
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  𝑥 ⟶ 𝐹(ℎ(𝑥), 𝑦)  

 پیوسته بالایی با مقادیر فشرده است؛نیم

𝑥ب(  نگاشت   ⟶ 𝑌\𝑆(𝑥) ،پیوسته بالایی است؛نیم 

,𝐹(ℎ(𝑥)ج(  𝑥) ⊈ 𝑆(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐾؛ 

𝑥،د( برای هر   ∈ 𝐾 مجموعه زیر محدب است؛ 

  {𝑦 ∈ 𝐾: 𝐹(ℎ(𝑥), 𝑦) ⊆ 𝑆(𝑥)}  

∗𝑥ناتهی است؛ یعنی    𝐺𝐼𝑉𝐸𝑃آنگاه مجموعه جواب  ∈ 𝐾 طوری کهموجود است به 

𝐹(ℎ(𝑥∗), 𝑦) ⊈ 𝑆(𝑥∗), ∀𝑦 ∈ 𝐾. 

 مجموعه جواب فشرده است: بعلاوه  اگر شرط زیر برقرار باشد،

𝑥 طوری که برای هر موجود باشد به 𝐾از  𝐵ه( زیرمجموعه محدب، فشرده و ناتهی  ∈ 𝐾\𝐵  ،𝑦 ∈ 𝐵  موجود باشد که 

 𝐹(ℎ(𝑥), 𝑦) ⊆ 𝑆(𝑥) 

 

 

:𝑆و  𝑋زیرمجموعه محدب و ناتهی از فضای برداری توپولوژیک هاسدورف  𝐾فرض کنید . 2-2قضیه  𝐾 → 2𝑌  نگاشت

:𝐹فضای توپولوژیک است. نگاشت مجموعه مقدار    𝑌مجموعه مقدار باشد که در آن   𝐾 × 𝐾 → 2𝑌  و نگاشت تک

:𝑔مقداری   𝐾 → 𝐾 :در شرایط زیر صدق کنند 

𝑥الف( برای هر   ∈ 𝐾  ، 𝐹(𝑔(𝑥), 𝑥) ∩ 𝑆(𝑔(𝑥)) ≠  ؛∅

𝑥ب( برای هر  ∈ 𝐾  ،  {𝑦 ∈ 𝐾: 𝐹(𝑥, 𝑦) ∩ 𝑆(𝑥) = ∅} 

 محدب است؛

𝑥ج( برای هر   ∈ 𝐾 :مجموعه زیر بسته است ، 

{𝑥 ∈ 𝐾: 𝐹(𝑔(𝑥), 𝑦) ∩ 𝑆(𝑔(𝑥)) ≠ ∅}; 

 طوری کهموجود است به 𝐾از  𝑀و مجموعه فشرده  𝐷د( مجموعه محدب و فشرده 

 ∀𝑥 ∈ 𝐾\𝑀, ∃𝑦 ∈ 𝐷, 𝐹(𝑥, 𝑦) ∩ 𝑆(𝑥) = ∅. 

𝑥آنگاه  ∈ 𝐾 طوری که مجموعه زیر ناتهی و فشرده است:موجود است به 

 {𝑥 ∈ 𝐾: 𝐹(𝑥, 𝑦) ∩ 𝑆(𝑥) ≠ ∅, ∀𝑦 ∈ 𝐾}, 
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 گیرینتیجه  .3

این مقاله قضایایی وجودی برای مسائل تعادل برداری ضمنی را برای توابع مجموعه مقدار که برد آنها زیرمجموعه ای از 

دهد. همچنین شرایطی که این مجموعه جوابها فشرده و محدب هستند را فراهم باشد را ارائه میفضای توپولوژیک می

 .[  در نظر گرفت8و5عنوان تعمیم و حذف فرضیاتی از نتایج موجود در مقالات  ]توان به نتایج این مقاله را میکند. می
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