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چکیده
.٠ ≤ τ(v) ≤ deg(v) و است صحیح عددی که شده داده تخصیص τ(v) آستانه v ∈ V (G) رأس هر به و باشد ساده گرافی G کنید فرض
τ(v) حداقل دارای v ∈ V (G) رأس هر هرگاه گوییم تام τ-مونوپلی اختصار به یا تام ایستای τ-مونوپلی را گراف رئوس از S زیرمجموعه
عنوان به تام احاطه گر مجموعه مفهوم (مشابه مونوپلی مفهوم از تعمیمی عنوان به بار اولین برای تام مونوپلی مقاله این در باشد. S در همسایه
مساله می شود داده نشان سپس می شود. بیان گراف ها در تام مونوپلی یافتن مساله بودن NP-کامل می شود. تعریف احاطه گر) مجموعه از تعمیمی
برنامه ریزی صورت سپس داد. کاهش دوبخشی گراف های در تام مونوپلی کوچکترین یافتن به می توان را گراف ها در تام مونوپلی کوچکترین یافتن
بازگشت پذیر پویای مونوپلی مورد در آمده بدست نتایج برخی می شود. ارائه اندازه کوچکترین از تام مونوپلی کردن پیدا برای صحیح عدد خطی
آن نتیجه در که می شود ارائه تام مونوپلی آوردن بدست برای حریصانه الگوریتمی جمله از می شوند. معرفی است، برقرار نیز تام مونوپلی برای که
اندازه کامل، گراف های و مسیرها دورها، مانند گراف ها از خاص خانواده های برخی برای ادامه در می آید. بدست نیز تام مونوپلی برای بالا کرانی

می گردد. تعیین دقیق صورت به تام مونوپلی کوچکترین

صحیح عدد برنامه ریزی بازگشت  پذیر، ایستای مونوپلی تام، مونوپلی کلیدی: واژه های
���� ���� ������ [2010]: 68R05, 90C10, 94C15

مقدمه ١

NG(v) با را v همسایه های همه مجموعه v ∈ V راس و G = (V,E) گراف برای می باشند. ساده گراف بحث مورد گراف های کلیه مقاله این در
نشان deg(v) = |N(v)| معادلا یا و degG(v) = |NG(v)| می دهند. نشان N(v) با نشود ایجاد بحث مورد گراف در ابهامی که صورتی در و
راس هر ازای به که است گراف رئوس از S مانند زیرمجموعه ای احاطه گر مجموعه G = (V,E) شده داده گراف برای می باشد. v راس درجه دهنده
ازای به که است گراف رئوس از S مانند زیرمجموعه ای نیز تام احاطه گر مجموعه .uv ∈ E که باشد داشته وجود v ∈ S مانند راسی u ∈ V \ S
بلکه S از خارج رئوس برای فقط تنها نه شدن احاطه شرط حقیقت در یعنی .uv ∈ E که باشد داشته وجود v ∈ S مانند راسی u ∈ V راس هر

گرفت. قرار مطالعه مورد بسیاری مقالات در و تعریف [١] در بار نخستین تام احاطه گر باشد. برقرار باید نیز S خود رئوس برای
آستانه v ∈ V رأس هر به G = (V,E) گراف برای .[٣] گرفت نظر در زیر صورت به احاطه گر مجموعه از تعمیمی می توان را ایستا مونوپلی
به یا ایستا τ-مونوپلی را گراف رئوس از S زیرمجموعه .٠ ≤ τ(v) ≤ deg(v) که است صحیحی عدد τ(v) که می شود داده تخصیص τ(v)
تحت مقالات در مونوپلی مفهوم است ذکر شایان باشد. S در همسایه τ(v) حداقل دارای v ∈ V \ S رأس هر هرگاه گوییم τ-مونوپلی اختصار
قرار مطالعه مورد و تعریف زیر صورت به تام مونوپلی مفهوم مقاله این در .[۶] است گرفته قرار مطالعه مورد نیز فراگیر تهاجمی اتحادهای عنوان
هرگاه گوییم تام مونوپلی اختصار به یا بازگشت پذیر) ایستای مونوپلی معادلا (یا تام ایستای τ-مونوپلی را گراف رئوس از S زیرمجموعه می گیرد.
در ابهامی که صورتی در و TMτ (G) نماد با را G گراف تام مونوپلی کوچکترین اندازه باشد. S در همسایه τ(v) حداقل دارای v ∈ V رأس هر
مجموعه با معادل تام ایستای مونوپلی کنیم، فرض ١ برابر را گراف رئوس تمامی آستانه اگر می دهیم. نشان TM(G) نماد با نباشد τ آستانه تابع

مطلق اکثریت یا و τ(v) =
⌈deg(v)

٢

⌉
ساده اکثریت آستانه از اغلب مونوپلی ها مطالعه در که است ذکر شایان شد. خواهد گراف ها در تام احاطه  گر

می شود. استفاده رئوس آستانه عنوان به همسایه ها τ(v) =
⌈deg(v) + ١

٢

⌉
١سخنران

۶۵٣
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می شود. انجام مرحله یک در تنها رئوس شدن فعال که گرفت نظر در بازگشت پذیر پویای مونوپلی از خاصی حالت می توان همچنین را تام مونوپلی
وضعیت تابع fi : V (G) −→ {٠, ١} تابع بگیرید. نظر در را τ رئوس آستانه با G = (V,E) گراف بازگشت پذیر پویای مونوپلی تعریف برای
بودن فعال نشان دهنده fi(v) = ١ و iام مرحله در v رأس بودن غیرفعال نشان دهنده fi(v) = ٠ که می باشد تاثیر گسترش فرآیند iام مرحله در رئوس
.fi(v) = ١ داریم آن ها برای که است رئوسی تمامی مجموعه می شود، داده نشان Di با که iام مرحله در فعال رئوس مجموعه است. iام مرحله در آن
تعیین زیر صورت به بازگشتی رابطه با i ≥ ١ iام، مرحله در آنها وضعیت f٠ تابع همان یا فرآیند شروع در رئوس وضعیت بودن مشخص فرض با

می شود:

fi(v) =


٠

∑
u∈N(v)

fi−١(u) < τ(v)

١
∑

u∈N(v)

fi−١(u) ≥ τ(v)

باشد داشته وجود kای فوق، شکل به تاثیر گسترش فرآیند و D٠ = D گرفتن نظر در با هرگاه می شود گفته بازگشت پذیر پویای مونوپلی D مجموعه
در که است واضح می شود. داده نشان dynτ (G) نماد با τ آستانه با G گراف بازگشت پذیر پویای مونوپلی کوچکترین اندازه ی .Dk = V (G) که

می شوند. فعال رئوس تمامی مرحله یک در فقط که شد خواهد تام مونوپلی به تبدیل بازگشت پذیر پویای مونوپلی k = ١ حالت
همه ازای به τ(v) = ١ خاص حالت در زیرا است NP-کامل مساله ای شده داده آستانه های با گراف برای مینیمم تام τ-مونوپلی یافتن مساله

است. NP-کامل که است شده اثبات [۵] در که می شود مینیمم احاطه گر مجموعه یافتن مساله به تبدیل مساله که رئوس

اصلی نتایج ٢

است. برقرار مینیمال تام مونوپلی مورد در وضوح به که می کنیم شروع زیر گزاره با را بخش این

برقرار زیر شرط دو از یکی حداقل v ∈ D راس هر ازای به اینصورت در باشد. G همبند گراف مینیمال تام مونوپلی D کنید فرض .٢. ١ گزاره
است:

.v ∈ N(w) و |N(w) ∩D| = τ(w) که طوری به دارد وجود w ∈ V \D راس .١

.degH(u) < τ(u) که است u مانند راسی شامل H = G[D \ {v}] .٢

در است. گرفته قرار مطالعه مورد نیز آن چندوجهی و شده ارائه [۴] در صحیح عدد خطی ریزی برنامه صورت مینیمم مونوپلی یافتن مساله برای
است. شده ارائه صحیح عدد برنامه ریزی صورت یک مینیمم تام مونوپلی یافتن مساله برای زیر قضیه

شکل به صحیح عدد خطی برنامه ریزی صورت دارای تام مونوپلی مینیمم مساله τ رئوس آستانه با G = (V,E) شده داده گراف برای .٢. ٢ قضیه
است. زیر

min
∑
v∈V

xv

s.t.
∑

u∈N(v)

xu ≥ τ(v) ∀ v ∈ V

xv ∈ {٠, ١} ∀ v ∈ V.

متغیر v ∈ V راس هر ازای به باشد. تام مونوپلی D ⊆ V (G) مجموعه می خواهیم است. مینیمم اندازه از تام مونوپلی یافتن مساله هدف اثبات.
که: بگیرید نظر در طوری را xv باینری

xv ∈ {٠, ١} →

{
xv = ١, v ∈ D باشد) تام مونوپلی عضو v (یعنی
xv = ٠, v ̸∈ D نباشد) تام مونوپلی عضو v (یعنی
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عدد خطی برنامه ریزی مساله هدف تابع همان حقیقت در که بود خواهد |D| =
∑
v∈V

xv صورت به تام مونوپلی اندازه که است واضح صورت این در

v ∈ V راس هر ازای به باید بنابراین باشد. داشته D مجموعه در همسایه τ(v) حداقل باید شود، فعال v راس اینکه برای حال می باشد. صحیح
باشیم: داشته زیر صورت به ∑قیدی

u∈N(v)

xu ≥ τ(v).

آن مطالعه معادل بخشی دو گراف های در تام مونوپلی مطالعه که می دهد نشان را بخشی دو گر اف های در تام مونوپلی مطالعه اهمیت زیر قضیه
است. گراف ها کلی حالت در

بخش های با H دوبخشی گراف باشد. τ رئوس آستانه و V = {v١, v٢, . . . , vn} رئوس مجموعه با گرافی G = (V,E) کنید فرض .٢. ٣ قضیه
نظر در E(H) = {xiyj |vivj ∈ E(G)} صورت به را H یال های مجموعه باشد. Y = {y١, y٢, . . . , yn} و X = {x١, x٢, . . . , xn}
در .τ ′(xi) = τ ′(yi) = τ(vi) باشیم داشته ١ ≤ i ≤ n هر ازای به که بگیرید نظر در زیر صورت به H رئوس برای را τ ′ آستانه تابع بگیرید.

اینصورت
TMτ ′(H) = ٢TMτ (G).

بگیرید. در را M ′ = {xi|vi ∈ M} ∪ {yi|vi ∈ M} مجموعه باشد. G گراف برای مینیمم اندازه از تام مونوپلی M کنید فرض اثبات.
تعداد که است واضح تعریف طبق دارند. قرار Y بخش در xi همسایه های می باشد. H دوبخشی گراف برای تام مونوپلی M ′ دهیم نشان می خواهیم
بنابراین برابرند. M در vi همسایه های تعداد با M ′ در yi همسایه های تعداد همچنین برابرند. M در vi همسایه های تعداد با M ′ در xi همسایه های
H تام مونوپلی نیز M ′ پس است، G تام مونوپلی M چون لذا است. معادل H در yi و xi رئوس شدن فعال با G گراف در vi راس شدن فعال

.TMτ ′(H) ≤ ٢TMτ (G) می دهد نتیجه می آید، بدست M ′ تعریف از که |M ′| = ٢|M | تساوی بنابراین می باشد.
کلیت از شدن کاسته بدون باشد. H برای مینیمم تام مونوپلی M ′ کنید فرض .TMτ ′(H) ≥ ٢TMτ (G) کنیم ثابت می خواهیم برعکس حال
.M = {vi ∈ V (G)|xi ∈ M ′} که طوری به بگیرید نظر در G رئوس از زیرمجموعه ای M کنید فرض .|M ′ ∩X| ≤ |M ′ ∩ Y | کنید فرض
راس vi ∈ V (G) کنید فرض می شوند. فعال M مجموعه با G رئوس همه دهیم نشان کافیست است. G تام مونوپلی M که می کنیم ادعا حال
همسایه های تمامی چون طرفی از .|NH(yi) ∩M ′| ≥ τ ′(yi) لذا می شود، فعال است تام مونوپلی که M ′ توسط yi ∈ Y چون باشد. دلخواه

بنابراین هستند، X در yi
|NH(yi) ∩M ′ ∩X| ≥ τ ′(yi).

می شود نتیجه M ′ روی از M تعریف نحوه و آستانه توابع همچنین و G گراف روی از H گراف تعریف به توجه با حال

|NG(vi) ∩M | ≥ τ(vi).

بنابراین است. G تام مونوپلی M نتیجه در بود، دلخواه راس vi ∈ V (G) چون و می شود فعال M توسط vi راس لذا

٢TMτ (G) ≤ ٢|M | = ٢|M ′ ∩X| ≤ |M ′ ∩X|+ |M ′ ∩ Y | = |M ′| = TMτ ′(H).

است. شده استفاده |M ′ ∩X| ≤ |M ′ ∩ Y | فرض از آن در که

فوق، قضیه مشابه آن از آمده بدست H دوبخشی گراف و G گراف هر برای که طوری به باشند گرافی پارامترهای β و α کنید فرض .۴ .٢ نتیجه
نامساوی از اینصورت در .β(G) = β(H) و α(G) = α(H) باشیم داشته

α(H)|V (H)| ≤ TMτ ′(H) ≤ β(H)|V (H)|

می شود: نتیجه
α(G)|V (G)| ≤ TMτ (G) ≤ β(G)|V (G)|.

در بازگذشت پذیر پویای مونوپلی برای الگوریتم این نیست. مینیمم لزوما که می شود ارائه تام مونوپلی یک حریصانه الگوریتم از استفاده با زیر در
می باشد. نیز تام مونوپلی لذا می شوند، فعال رئوس مرحله یک در چون اما است. شده ارائه [٢] مقاله
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حریصانه. الگوریتم ١ الگوریتم

آستانه تابع :τ گراف، ورودی.
است. تام مونوپلی یک f٠ خروجی.

کنید. مرتب v١, . . . , vn دنباله در درجه ها صعودی ترتیب به G در را رئوس .١
دهید انجام n تا i = ١ برای .٢

whiteadj[vi] = ٠ .٣
blocked[vi] = ٠ .۴

برای پایان .۵
دهید انجام n تا i = ١ برای .۶

دهید انجام u ∈ N(vi) هر برای .٧
آنگاه ،whiteadj[u] = deg(u)− τ(u) اگر .٨

blocked[vi] = ١ .٩
اگر پایان .١٠

برای پایان .١١
آنگاه ،blocked[vi] = ١ اگر .١٢

f٠(vi) = ١ .١٣
اینصورت غیر در .١۴
f٠(vi) = ٠ .١۵

دهید انجام u ∈ N(vi) هر برای .١۶
whiteadj[u]+ = ١ .١٧

برای پایان .١٨
اگر پایان .١٩

برای پایان .٢٠

است. تام τ-مونوپلی باشد، آن مشخصه تابع فوق حریصانه الگوریتم از آمده بدست f٠ تابع که S مجموعه .۵ .٢ لم

ثابت می کنیم) فرض ١ برابر را f٠(v) رئوس سایر (برای است شده مشخص الگوریتم توسط f٠(v) مقدار که v رئوس تعداد روی استقرا با اثبات.
است. G تام τ-مونوپلی الگوریتم اجرای از مرحله هر در می کنیم

v ∈ V (G) رئوس همه برای لذا و است صفر برابر شده، مشخص الگوریتم توسط آن ها f٠ مقدار که رئوسی تعداد که الگوریتم ابتدای در استقرا: شروع
است. تام مونوپلی وضوح به که S = V (G) یعنی این و f٠(v) = ١ داریم

S مجموعه دهیم قرار یک برابر نامشخص مقادیر برای را f٠ اگر است، کرده مشخص راس k برای را f٠ مقدار الگوریتم کنیم فرض استقرا: فرض
است. تام مونوپلی f٠ مشخصه تابع توسط آمده بدست

راس برای f٠ مقدار اگر کند. مشخص را راس kامین + ١ برای f٠ مقدار یعنی شود. تکرار دیگر مرحله یک الگوریتم می کنیم فرض استقرا: حکم
f٠ مشخصه تابع توسط آمده بدست S مجموعه استقرا فرض طبق لذا و می باشد استقرا فرض مشابه دقیقا f٠ مقادیر باشد، یک برابر kام + ١
الگوریتم اجرای مراحل طبق صورت این در دهد، قرار صفر برابر را f٠(v) مقدار v راس برای +kام ١ مرحله در الگوریتم اگر اما است. تام مونوپلی
تعداد لذا باشند. نداشته S از خارج همسایه deg(u) − τ(u) دقیقا ،u مانند ،v راس همسایه های از کدام هیچ یعنی .blocked[v] = ٠ داریم
نتیجه در است. τ(u) از بزرگتر اکیدا S در u همسایه های تعداد معادلا یا است. deg(u) − τ(u) از کمتر اکیدا u راس S از خارج همسایه های
v خود همچنین و نیستند v همسایه که w رئوس برای و داشت خواهند S در همسایه τ(u) حداقل v همسایه های همه ،f٠(v) = ٠ دهیم قرار اگر
مونوپلی یک f٠ مشخصه تابع با S مجموعه لذا و می شوند فعال رئوس همه بنابراین داشت. خواهند S در همسایه t(w) حداقل استقرا فرض طبق
می دهیم قرار رئوس بقیه برای و می کند مشخص را آن f٠ الگوریتم که رئوس تعداد هر برای بنابراین شد. ثابت استقرا حکم پس می ماند. باقی  تام
توسط رئوس تمامی f٠ مقدار که الگوریتم پایان همان یعنی کنیم، فرض n برابر را الگوریتم توسط شده مشخص رئوس تعداد اگر حال .f٠(V ) = ١

می شود. اثبات الگوریتم درستی و بود خواهد تام مونوپلی یک حاصل است، شده مشخص الگوریتم

مونوپلی الگوریتم این خروجی چون اما است شده ارائه [٢] در بازگشت پذیر پویای مونوپلی برای بالایی کران قبلی حریصانه الگوریتم از استفاده با
می کنیم. بیان را آن زیر قضیه در که است برقرار نیز تام مونوپلی برای کران این می باشد، تام

اینصورت در هستند. گراف این رئوس درجه مینیمم و ماکسیمم دهنده نشان ترتیب به δ و ∆ که باشد n مرتبه از دلخواه گرافی G کنید فرض .۶ .٢ قضیه
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n∆(δ + ٢)
۴∆+ (∆+ ١)(δ − ٢)

حداکثر قبلی حریصانه الگوریتم توسط آمده بدست تام مونوپلی اندازه مطلق اکثریت آستانه عنوان به τ گرفتن نظر در با

است.

می آید. بدست قبلی قضیه از بدیهی صورت به زیر نتیجه لذا است، تام مونوپلی کوچکترین اندازه دهنده نشان TMτ (G) چون

در هستند. گراف این رئوس درجه مینیمم و ماکسیمم دهنده نشان ترتیب به δ و ∆ که باشد n مرتبه از دلخواه گرافی G کنید فرض .٢. ٧ نتیجه
است. برقرار تام مونوپلی کوچکترین اندازه برای زیر بالای کران مطلق اکثریت آستانه عنوان به τ گرفتن نظر در با اینصورت

TMτ (G) ≤ n∆(δ + ٢)
۴∆+ (∆+ ١)(δ − ٢)

.

می کند. مشخص مطلق اکثریت و ساده اکثریت آستانه با مسیرها و دورها برای را تام مونوپلی کوچکترین اندازه زیر قضیه

می آید: دست به زیر رابطه از تام مونوپلی مینیمم اندازه G = Cn رأسی n دور و G = Pn رأسی n مسیر برای .٢. ٨ قضیه
ساده اکثریث آستانه با الف)

TM(G) =



n

٢
n ≡ ٠ (mod ۴)

n+ ١
٢

n ≡ ١ یا ٣ (mod ۴)
n+ ٢

٢
n ≡ ٢ (mod ۴)

.TM(G) = n مطلق اکثریت آستانه با ب)

زیر شکل به توجه با الف) اثبات.

صورت این در توخالی) (رأس های نمی کنیم انتخاب رأس دو و توپر) (رأس های می کنیم انتخاب رأس دو میان در یک صورت به تام مونوپلی برای
به نیز Pn رأسی n مسیر در آوردیم. بدست ۴ مضارب از استفاده با را تام مونوپلی مینیمم اندازه علت همین به می رسد. مینیمم به تام مونوپلی اندازه

است. شکل همین

داریم: پس

TM(G) =



n

٢
n ≡ ٠ (mod ۴)

n+ ١
٢

n ≡ ١ یا ٣ (mod ۴)
n+ ٢

٢
n ≡ ٢ (mod ۴)

اینکه برای بگیریم نظر در را u مانند آن از همسایه ای اگر ،v دلخواه رأس برای لذا می باشد. درجه برابر آستانه رئوس همه ازای به که است واضح ب)
نتیجه بود دلخواه v چون و می باشد تام مونوپلی های همه عضو v لذا باشد تام مونوپلی در v جمله از و آن همسایه های همه باید شود تامین u نیاز

.TM(G) = n لذا و می باشند تام مونوپلی عضو رئوس همه می شود
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می کند. ارائه کامل گراف های برای را تام مونوپلی کوچکترین اندازه نیز زیر قضیه

ساده، اکثریت آستانه با Kn رأسی n گراف برای الف) .٢. ٩ قضیه

.TM(Kn) =
n+ ٢

٢
داریم باشد زوج n اگر

.TM(Kn) =
n+ ١

٢
داریم باشد، فرد n اگر

مطلق، اکثریت آستانه با Kn رأسی n گراف برای ب)

TM(Kn) =
n+ ٢

٢
داریم باشد زوج n اگر

.TM(Kn) =
n+ ٣

٢
داریم باشد، فرد n اگر

بود. خواهد τ(v) برابر نیز دیگر رئوس همه آستانه که است واضح دهیم، نشان τ(v) با را آن آستانه و باشد گراف از دلخواه رأس یک v اگر اثبات.
بگیریم نظر در را تام مونوپلی عضو رئوس از یکی اگر اما باشد تام مونوپلی در باید آن همسایه τ(v) حداقل دلخواه رأس یک شدن فعال برای حال
رئوس تعداد این با که است واضح و دارد وجود تام مونوپلی در رأس τ(v) + ١ حداقل لذا و دارد تام مونوپلی در همسایه τ(v) حداقل نیز رأس آن

.TM(Kn) = τ(v) + ١ بنابراین می شوند فعال گراف رئوس کل
بنابراین: است، n− ١ برابر هرأس درجه Kn رأسی n گراف برای

داریم: ساده اکثریت آستانه با الف)

τ(v) =
⌈deg(v)

٢

⌉
=

⌈n− ١
٢

⌉
=


n

٢
باشد زوج n

n− ١
٢

باشد فرد n

نتیجه در

TM(Kn) = τ(v) + ١ =


n+ ٢

٢
زوج n

n+ ١
٢

فرد n

داریم: مطلق اکثریت آستانه با ب)

τ(v) =
⌈deg(v) + ١

٢

⌉
=

⌈n
٢

⌉
=


n

٢
باشد زوج n

n+ ١
٢

باشد فرد n

نتیجه در

TM(Kn) = τ(v) + ١ =


n+ ٢

٢
زوج n

n+ ٣
٢

فرد n
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