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چکیده

و مهندسی زمینه های از بسیاری در را ویژهای توجه که است موضوعی نوسانی انتگرال معادلات دقیق و سریع حل چگونگی
ارائه خاص نوسانی انتگرال معادله از نوعی حل برای سریع حل روش یک مقاله، این در کرده است. جلب خود به نظری مطالعات
نوسانی انتگرال های حل برای لوین یافته بهبود روش یک آن در که دارد. نوسان هسته تابع از کمتر بسیار آن مجهول تابع که شده است
بنابراین دارند، حل به نیاز کوچک مقیاس با خطی معادلات سیستم های از کمی تعداد تنها دیگر، سوی از می شود. گرفته کار به

می کنند. تایید را روش این مزایای عددی مثال های است. کم بسیار نیز محاسباتی پیچیدگی

ثابت. فاز نقطه چبیشف؛ تمایز ماتریس طیفی؛ روش لوین؛ روش نوسانی؛ انتگرال معادله کلیدی: واژه های

مقدمه ۱

انتگرالی، معادلات میان در می آید. وجود به زمینه ها از بسیاری در که است مهمی مساله انتگرالی معادلات دقیق و سریع حل چگونگی
معادله شوند. بیان [۲،۱] یکنواخت صورت به می توانند و کرده اند جلب خود به را زیادی توجه دوم نوع از فردهولم انتگرال معادلات

می گیریم: نظر در را زیر انتگرال

ψ(x) = h(x) +

∫ b

a

ψ(y)k(x, y)dy, (۱)

انتگرالی معادله این حل برای ([۱] نیستروم روش (مانند روشها از بسیاری است. مجهول تابع ψ(x) و هسته تابع k(x, y) آن در که
مانند زمینه ها از بسیاری در حال، این با می شوند. مربوط نوسانی غیر هسته تابع یک با انتگرالی معادله به عمدتاً و یافته اند توسعه
زیر به صورت می توان را فوق انتگرالی معادله اکنون دارد. وجود گسترده به طور واقع در نوسان پدیده کوانتمی، مکانیزم و الکترومغناطیس

نوشت:

ψ(x) = h(x) +

∫ b

a

f(x, y)ψ(y)eiwg(x,y)dy, (۲)

افزایش با می شود. هموار ψ و f, g, h توابع با انتگرالی معادله و است، نوسانی هسته تابع k(x, y) = f(x, y)eiwg(x,y) آن در که
نمونه های شود، حل مرسوم روش یک با انتگرال معادله این باشد قرار اگر بنابراین، می شود. نوسانی بیشتر و بیشتر هسته تابع بسامد،
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حالت، این در باشد. گران محاسباتی نظر از روش این که شود باعث است ممکن این و است نیاز مورد روش همگرایی برای ریز بسیار
.[۴،۳] است اهمیت حائز انتگرالی معادله از نوع این برای دقیق و سریع حل روش یک توسعه

ارزیابی ازروش های برخی گذشته، دهه های در است. نوسانی انتگرال سریع و صحیح محاسبه چگونگی انتگرال معادله نوع این حل کلید
هستند. ارتباط در فاز توابع و نوسانی غیر دامنه توابع با موارد عمدتاً آنها اما ،[۶،۵] شده اند داده  توسعه نوسانی انتگرال های برای کارآمد
تابع که است معنی بدان این باشد. نوسانی نوع از باید نیز نوسانی انتگرال معادله یک حل که می دهد نشان [۱۱] مرجع حال، این با
درگیر انتگرال حل برای مستقیم به طور نمی توان را موجود سریع حل روش های و است نوسانی شدت به نیز (۲) معادله در ψ(x) مجهول
استخراج نوسان و شود، استخراج خوبی به می تواند ψ(x) ناشناخته تابع نوسان عملی، بهره شرایط از بسیاری در خوشبختانه، برد. به کار
انتگرال معادله حالت این در دهد. تشکیل دیگر نوسانی بسیار هسته یک تا کرد منتقل eiwg(x,y) موجود هسته به بعداً می توان را شده
مقاله، این در می شود. تبدیل نوسانی غیر دامنه تابع یک به درگیر نوسانی انتگرال و است نوسانی غیر مجهول تابع یک شده تبدیل نوسانی
کمتر بسیار نوسانی، هسته تابع با مقایسه در ψ و f, g, h توابع یعنی داریم، سروکار شده تبدیل نوسانی انتگرال معادلات با عمدتاً ما

می شوند. فرض نوسانی
در مثال، به عنوان دارد. دیگر زمینه های برخی و محاسباتی الکترومغناطیس در امیدبخشی بسیار کاربرد تبدیل تکنیک این واقع، در
پراکندگی رفتار توصیف برای µ(r) مجهول تابع مورد در زیر نوسانی انتگرال معادله محدب، اسکاتر یک پراکندگی مشخصات مطالعه

.[۱۲] شده است پذیرفته

۱
۲
µ(r)−

∫
S

[
∂G(r, r′)

∂n(r)
+ iγG(r, r′)

]
µ(r′)ds(r′) =

∂uinc(r)

∂n(r)
+ iγuinc(r), (۳)

r نقطه در بیرونی واحد نرمال بردار n(r) سطحی، جریان µ(r) = ∂u(r)/∂n(r) فرودی، صفحه ای موج uinc(r) = eik.r آن در که
می شود باعث گرین تابع وجود اینجا در است. آزاد فضای گرین تابع G(r, r′) = ei|r−r′|/|r− r′| و کوپلینگ ثابت یک s ، γ روی

باشد. نوسانی بسیار H(r, r′) = ∂G(r,r′)
∂v(r)

+ iγG(r, r′) هسته تابع که

نوسانی نوع از فردهولم انتگرال معادلات برای جدید سریع حل روش یک ۲

فردهولم انتگرال معادله گسسته شکل ۱ .۲

هستند. مفیدتر حتی تابع مقادیر شرایط از بسیاری در حال، بااین بپردازیم. مجهول تابع بیان به باید فردهولم انتگرال معادله حل برای
می کند. تمرکز شده داده گره های روی بر ψ(x) تابع مقادیر آوردن دست به بر مطالعه این بنابراین،

داده شده: {xj}j=۰,۱,...,M گره های روی انتگرال معادله سازی گسسته اول،

ψ(xj) = h(xj) +

∫ b

a

f(xj, y)ψ(y)e
iwg(xj ,y)dy. (۴)

کنیم: محاسبه دقت با و سرعت به را نوسانی انتگرال های چگونه که است این گسسته معادلات این حل کلید که است بدیهی

Ij[f, g] =

∫ b

a

f(xj, y)ψ(y)e
iwg(xj ,y)dy, j = ۰, ۱, ...,M. (۵)

مورد در کوتاه بحثی ابتدا اینجا، در است. دشوار است، درگیر تکنیکی که حالی در ویژه به مرسوم، روش یک با انتگرال ها این محاسبه
می کنیم. مطرح انتگرال بودن بفرد منحصر

انتگرال یکتایی ۲ .۲

محاسبه برای را بیشتری چالش های حتی می تواند تکنیکی حضور است. بازه طول در نامحدود انتگرال با انتگرال یک منفرد انتگرال یک
داده ایم: قرار مطالعه مورد را نوسانی نوع کوشی اصلی مقدار انتگرال از خاص تکنیکی یک ما ،[۱۸] در کند. ایجاد نوسانی انتگرال های

I[f, τ ] =

∫ ۱

−۱

f(x)

x− τ
eiwg(x)dx, τ ∈ (−۱, ۱).
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کرد: تقسیم انتگرال زیر دو به می توان را انتگرال این

I[f, τ ] =

∫ ۱

−۱

f(x)− f(τ)

x− τ
eiwg(x)dx+ f(τ)

∫ ۱

−۱

eiwg(x)

x− τ
dx, (۶)

نتیجه یک اما است، بفرد منحصر دوم مورد شود. کنترل منظم نوسانی انتگرال یک به عنوان می تواند بنابراین است، منفرد غیر اول مورد
می شود. تعیین خوبی به منفرد نوسانی انتگرال نتیجه در دارد. بسته شکل به تحلیلی

نوسانی انتگرال های محاسبه ۳ .۲

بسط روش جمله از است، گرفته صورت نوسانی انتگرال های برای خاص راه حل روش های توسعه برای گذشته دهه های در تلاش هایی
می باشند. [۱۰] کاهش تندترین روش و [۹،۸] فیلون روش ،[۷،۶] لوین روش ،[۵] مجانبی

ثابت فاز نقطه با آزاد نوسانی انتگرال های محاسبه ۱ .۳ .۲

به توجه با شود. استفاده ثابت فاز نقطه بدون نوسانی انتگرال های محاسبه برای مستقیم به طور می تواند [۱۷،۱۶] در شده پیشنهاد روش
مرزی شرط بدون (ODE) معمولی دیفرانسیل معادله یک حل به می تواند (۵) معادله مانند نوسانی انتگرال یک محاسبه لوین، نظریه

یابد: کاهش

p′(y) + iwg′(xj, y)p(y) = f(xj, y)ψ(y), (۷)

می شود: محاسبه زیر به صورت انتگرال نتیجه آنگاه شود، حل (۷) معادله از p(y) مجهول تابع اگر

Ij = p(b)eiwg(xj ,b) − p(a)eiwg(xj ,a), (۸)

چبیشف نوع از استفاده مورد گره های و شده است گرفته کار به (۷) دیفرانسیل معادله حل برای چبیشف طیفی شبه روش ،[۱۶] معادله در
f بردار یک شده داده گره های روی y = f(x) تابع مقادیر اگر هستند. yk = b−a

۲ cos(πk
N
) + b+a

۲ , k = ۰, ۱, ..., N یعنی لوباتو
ماتریس از استفاده نتیجه، در شوند. زده تقریب f ′ = Df توسط خوبی به می توانند گره ها این روی f ′(x) تابع مقادیر دهند، تشکیل را

می دهد: نتیجه خطی معادلات از را زیر سیستم (۷) معمولی دیفرانسیل معادله در D )تفکیک
۲

b− a
D+ iw

∑
j

)
Pj = diag(Fj)Φ, (۹)

آن در که
که هستند عددی بردارهای Pj = [p(y۰), ..., p(yN)]

T ,Φ = [ψ(y۰), ..., ψ(yN)]
T ,Fj = [f(xj, y۰), ..., f(xj, yN)]

T •
شده اند. تشکیل تابع مختلف مقادیر از

است. قطری ماتریس یک
∑

j = diag
(
g′(xj, y۰), g

′(xj, y۱), ..., g
′(xj, yN)

)
•

می باشد. f(xj, yk)ψ(yk), k = ۰, ۱, ..., N ورودی های با برداری diag(Fj)Φ = Fj

⊗
Φ •

مقادیر تجزیه روش اینصورت غیر در کرد حل LU فاکتورگیری روش با خوبی به می توان را (۹) معادله شد، گفته [۱۶] در که همانطور
را (۹) معادله ی جواب یکنواخت به طور ما سادگی، برای برد. به کار آن برای مناسب حل روش یک به عنوان می تواند شده کوتاه تکین

می دهیم: نشان زیر به صورت

Pj =

(
۲

b− a
D+ i

∑
j

)−۱

diag(Fj)Φ, (۱۰)
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داریم: (۱۰) و (۸) از استفاده با سپس

Ij = QjPj = Qj

(
۲

b− a
D+ i

∑
j

)−۱

diag(Fj)Φ, (۱۱)

است. آخر و اول ورودی های به جز صفر ورودی های با برداری Qj = [eiwg(xj ,b), ۰...., .,−eiwg(xj ,a)] آن در که
مناسب درونیابی برای گره ها از کمی تعداد هستند، نوسانی غیر و هموار توابع همگی ψ و f(x, y), g(x) که کرده ایم فرض ما که آنجا از
داده نشان ۲٫۵ بخش در که همانطور است. کوچک بسیار (۱۱) محاسباتی پیچیدگی که است معنی بدان این هستند، کافی توابع این

می کند. کوچک بسیار را روش پیشنهادی روش محاسباتی پیچیدگی کل ویژگی این شد، خواهد

ثابت فاز نقطه با نوسانی انتگرال های محاسبه ۲ .۳ .۲

درگیر بازه این در ثابت فاز نقاط اگر شد، گفته که طور همان داده ایم. قرار مطالعه مورد [۱۷] در الگوریتم روی بر را ثابت فاز تاثیر ما
برای شد. خواهد تعیین ایستا فاز نقاط اطراف در و انتگرال ویژگی با عمدتاً انتگرال نتیجه باشد، بزرگ کافی اندازه به فرکانس و باشند
دو به می تواند باشد، داشته y = τ(xj) نقطه در ثابت نقطه یک Ij[f, g] =

∫ b

a
f(xj, y)ψ(y)e

iwg(xj ,y)dy انتگرال اگر مثال،
شود: تقسیم زیر انتگرال

Ij[f, g] =

∫ b

τ(xj)

f(xj, y)ψ(y)e
iwg(xj ,y)dy +

∫ τ(xj)

a

f(xj, y)ψ(y)e
iwg(xj ,y)dy

∆
= I۱

j + I۲
j ,

هر برای دارد. قرار پایانی نقاط در ثابت فاز نقطه زیرا کرد، محاسبه خوبی به گره کمی نسبتاً تعداد با می توان را آن ها از یک هر سپس
روش های میان در هستند. جهانی گره های از متفاوت عموماً وآن ها کنیم مشخص زیر‑فاصله در را جدید گره های باید جدید، انتگرال
روی تابع مقادیر و گره ها که زمانی u = u(x) تابع یک برای .[۲۳ ،۲۴] می باشد دقیق و پایدار بسیار محور با درون یابی درون یابی،

کرد: درون یابی زیر به صورت می توان را ثابت داخلی نقطه یک در تابع مقدار می شوند، داده {(ζ, u(ζ))}j=۰,۱,...,n به صورت آن ها

u(ζ) =

∑n
j=۰

ϖj

ζ−ζj
u(ζj)∑n

j=۰
ϖj

ζ−ζj

, (۱۲)

می شود: تعریف زیر به صورت ϖj آن در که

ϖj =
۱

Πk ̸=j(ζ − ζk)
, j, k = ۰, ۱, ..., n,

کرد: ساده سازی زیر به صورت را بالا وزن های می توان بنابراین هستند، لوباتو چبیشف نوع از استفاده مورد گره های که

ϖj = (−۱)jδj, δj =

{
۱
۲ , j = ۰ or j = n,

۱, otherwise.

کرد: بیان زیر ماتریسی شکل به می توان را شده درونیابی تابع مقدار که می شود مشاهده (۱۲) معادله از

u(ξ) = [l۰(ξ), l۱(ξ), ..., ln(ξ)][u۰(ξ), u۱(ξ), ..., un(ξ)]
T ,

ضرایب آن در که

lj =

ϖj

ζ−ζj∑n
j=۰

ϖj

ζ−ζj
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می شوند: تعریف زیر صورت به (ξ′k, k = ۰, ۱, ..., v) جدید v + ۱ گره های در تابع مقادیر نتیجه، در هستند.
u(ξ′۰)
u(ξ′۱)

...
u(ξ′v)

 =


l۰(ξ

′
۰) l۱(ξ

′
۰) . . . ln(ξ

′
۰)

l۰(ξ
′
۱) l۱(ξ

′
۱) . . . ln(ξ

′
۱)

...
...

...
...

l۰(ξ
′
۰) l۱(ξ

′
v) . . . ln(ξ

′
v)



u(ζ۰)
u(ζ۱)

...
u(ζn)

 ∆
= LY.

ترتیب به فاصله زیر دو در جدید گره های که می کنیم فرض

y۱
t =

b− τ(xj)

۲
cos(

πt

N۱
) +

b+ τ(xj)

۲
, t = ۰, ۱, ..., N۱,

و

y۲
t =

τ(xj)− a

۲
cos(

πt

N۲
) +

τ(xj)− a

۲
, t = ۰, ۱, ..., N۲,

شده درون یابی تابع مقادیر آنگاه باشند yk = b−a
۲ cos(πk

N
) + b+a

۲ , k = ۰, ۱, ..., N جهانی گره های از متفاوت آن ها اگر هستند،
می شود: محاسبه زیر به صورت

Φ۱ =


ψ(y۱

۰)
ψ(y۱

۱)
...

ψ(y۱
N۱
)

 =


l۰(y

۱
۰) l۱(y

۱
۰) . . . ln(y

۱
۰)

l۰(y
۱
۱) l۱(y

۱
۱) . . . ln(y

۱
۱)

...
...

...
...

l۰(y
۱
N۱
) l۱(y

۱
N۱
) . . . ln(y

۱
N۱
)



ψ(y۰)
ψ(y۱)

...
ψ(yN)

 ∆
= L۱Φ

و

Φ۲ =


ψ(y۲

۰)
ψ(y۲

۱)
...

ψ(y۲
N۲
)

 =


l۰(y

۲
۰) l۱(y

۲
۰) . . . ln(y

۲
۰)

l۰(y
۲
۱) l۱(y

۲
۱) . . . ln(y

۲
۱)

...
...

...
...

l۰(y
۲
N۲
) l۱(y

۲
N۲
) . . . ln(y

۲
N۲
)



ψ(y۰)
ψ(y۱)

...
ψ(yN)

 ∆
= L۲Φ.

آورد. به دست (۱۱) روش همان به می توان را I۲
j و I۱

j انتگرال نتایج آمدند، به دست بازه ها زیر در درون یابی تابع مقادیر آن که از پس
می شود: محاسبه زیر به صورت I۱

j انتگرال مثال برای
(۱۳)

I۱
j = Q۱

j

(
۲

b− τ(xj)
DN۱ + iw

∑۱

j

)−۱

diag(F۱
j)Φ۱ = Q۱

j

(
۲

b− τ(xj)
DN۱ + iw

∑۱

j

)−۱

diag(F۱
j)L۱Φ,

آن: در که
Q۱

j = [eiwg(xj ,b), ۰, ..., ۰,−eiwg(xj ,τ(xj))] •

می باشد. قطری ماتریس یک
∑۱

j = diag

(
g′(xj, y

۱
۰), g

′(xj, y
۱
۱), ..., g

′(xj, y
۱
N۱
)

)
•

است. N۱ + ۱ مرتبه از چبیشف تفکیک ماتریس DN۱ •
محاسبه زیر به صورت کل انتگرال نتیجه خلاصه، به طور است. عددی بردار یک F۱

j = [f(xj, y
۱
۰), f(xj, y

۱
۱), ..., f(xj, y

۱
N۱
)] •

می شود:
(۱۴)

Ij = I۱
j+I

۲
j =

[
Q۱

j

(
۲

b− τ(xj)
DN۱+iw

∑۱

j

)−۱

diag(F۱
j)L۱+Q۲

j

(
۲

τ(xj)− a
DN۲+iw

∑۲

j

)−۱

diag(F۲
j)L۲

]
Φ.

y = τ ثابت فاز نقطه وضیعت این در باشد. ساده تر بسیار می تواند وضیعت باشد، درگیر ثابت فاز نقطه یک اگر که است ذکر به لازم
نتایج از استفاده با را (۴) گسسته انتگرال معادلات بعدی بخش می مانند. باقی تغییر بدون L۲ و L۱ درون یابی ماتریس های سپس و

کند. حل (۱۴) و (۱۱) در آمده به دست
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گسسته معادلات از مجهول تابع حل ۴ .۲

آن ها یکنواخت به طور ما توصیف، راحتی برای است. شده بیان ماتریسی شکل به نوسانی انتگرال یک نتیجه (۱۴) و (۱۱) معادلات در
می دهیم: نشان زیر موارد با را

Ij = UjΦ, (۱۵)

داریم: آنگاه نباشد، درگیر ثابت فاز نقطه هیچ اگر دیگر، عبارت به می باشد. Φ ∈ C(N+۱)×۱ و Uj ∈ C۱×(N+۱) آن در که

Uj = Qj

(
۲

b− a
D+ iw

∑
j

)−۱

diag(Fj), (۱۶)

داریم: آنگاه باشد، درگیر فاز ثابت نقطه یک اگر و

Uj = Q۱
j

(
۲

b− τ(xj)
DN۱+iw

∑۱

j

)−۱

diag(F۱
j)L۱+Q۲

j

(
۲

τ(xj)− a
DN۲+iw

∑۲

j

)−۱

diag(F۲
j)L۲. (۱۷)

ماتریسی شکل (۴) معادله در (۱۵) انتگرال نتیجه کردن جایگزین با نتیجه، در دارد. مشابهی عبارت چندگانه، ثابت فاز نقاط حالت
می آید: به دست زیر به صورت گسسته معادله

ψ(xj) = h(xj) +UjΦ. (۱۸)

yk = b−a
۲ cos(πk

N
) + b+a

۲ , k = است: y جهت در لوباتو چبیشف گره های براساس Φ ناشناخته تابع مقادیر (۱۸) معادله در
سیستم به صورت آن ها ترکیب سپس می شود، منتهی متفاوت خطی معادله یک به (۱۸) در متفاوت j یک برای بنابراین ۰, ۱, ..., N.

می شود: تبدیل زیر معادلات خطی

Φ = H+UΦ, (۱۹)

آن در که

U =


U۰
U۱
...

UN

 ∈ C(N+۱)×(N+۱), H =


h(x۰)
h(x۱)

...
h(xN)

 ∈ C(N+۱)×۱,

می شود: تبدیل زیر به صورت (۱۹) خطی معادله سیستم نهایت، در

(I−U)Φ = H. (۲۰)

عددی نتایج ۳

فاز نقطه یک دارای دومی ثابت، فاز نقطه بدون اولی است. شده ارائه حاضر روش عملکرد دادن نشان برای مثال یک بخش، این در
پذیرکردن امکان منظور به نیست، ممکن بسته شکل به آن جواب آوردن به دست معمولا نوسانی انتگرال معادله یک برای می باشند. ثابت

می روند: پیش زیر روش به عددی مثال های تحلیل، و تجزیه
توابع سپس می شود، داده

∫ b

a
f(x, y)ψ(x)eiwg(x,y)dy = p(x, y)eiwg(x,y) به صورت انتگرال و ψ(x), g(x, y) توابع ابتدا، •

ساخت: زیر به صورت می توان را h(x) و f(x, y)

f(x, y) =
p′y(x, y) + iwp(x, y)g′y(x, y)

ψ(y)
,
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و
ψ(x)− p(x, b)eiwg(x,b) + p(x, a)eiwg(x,a).

معادله این می کنیم، ایجاد g(x, y) شده داده توابع و f(x, y), h(x) حاصل توابع از استفاده با نوسانی انتگرال معادله یک دوم، •
باشد. ψ(x) باید آن دقیق جواب و دارد را (۵) شکل انتگرالی

جواب بین مقایسه سپس می دهیم، نشان را پیشنهائی روش با حاصل انتگرال معادله از ψ(x) مجهول تابع عددی به صورت سوم، •
می شود. نسبی خطای به منجر دقیق ψ(x) و عددی

می کنیم. بررسی را است ثابت فاز نقطه بدون که نوسانی انتگرال معادله یک ابتدا در

نوسانی انتگرال معادله .۱ .۳ مثال

ψ(x) = h(x) +

∫ b

a

f(x, y)ψ(x)eiwg(x,y)dy,

آن در که
g(x, y) = x۲/۲۰ + (y + ۶/۵)۲,

h(x) = ۱ + (x− ۱/۲)۲ cos(۱۰x)− e−x۲−۷[eiw(x۲/۲۰+۱۲۱/۲۵) − eiw(x۲/۲۰+۱/۲۵)],
و

f(x, y) =
−۲۸۳ + iw(۲y + ۱۲/۵)
۱ + (y − ۱/۲)۲ cos(۱۰y)

e−x۲−۷y۴
.∫ ۱

−۱ f(xj, y)ψ(y)e
iwg(xj ,y) نوسانی انتگرال که است بدیهی ψ(x)است. = ۱+(x−۱/۲)۲ cos(۱۰x) انتگرال معادله این دقیق جواب

است. آزاد y جهت در ثابت فاز نقطه از
سرعت هم حاضر، روش برای اما می سازد. دشوار بالا بازده با را انتگرال معادله حل eiwg(x,y) بالای نوسان مرسوم، روش های برای

می دهیم: نشان زیر روش دو به را آن عملکرد ما آورد. به دست می توان را دقیق نتایج هم و سریع محاسباتی
.(a)۱ شکل. در گره ها بر روی (Er) نسبی خطاهای متفاوت، N و ثابت w برای •
.(b)۱ شکل. در گره ها بر روی (Er) نسبی خطاهای متفاوت، w و ثابت N برای •

مشاهده پدیده دو ،۱ شکل. از است. عددی نتیجه نشان دهنده ψnum که Er = |ψnum/ψ − ۱| به صورت نسبی خطای اینجا در
می شود:

کوچکتر و کوچکتر نسبی خطای گره ها، تعداد افزایش با (w = ۱۰۰) ثابت فرکانس یک برای که می دهد نشان ،(a)۱ شکل. .۱
می رود. بین از فرکانس افزایش با نسبی خطای (N = ۳۰) گره ها از ثابتی تعداد برای که می شود مشاهده ،(b)۱ شکل. ۲.در می شود.
مشاهده معکوس روند یک حاضر، روش در اما شود، بدتر و بدتر فرکانس افزایش با باید ثابت گره های با دقت مرسوم، روش یک برای
بالاتری مجانبی مرتبه دارای (O(w−۲)[۵]) لوین یافته بهبود سازی مربع روش خطای که است این پدیده این ریشه ای علت می شود.

می یابد. کاهش انتگرال نتیجه از سریع تر خطا دیگر، عبارت به .(O(w−۱)[۵, ۷]) است انتگرال نتیجه خود به نسبت
نقاط با با را زیر مثال باشد. ثابت فاز نقاط بدون انتگرالی معادله که می دهد نشان زمانی را پیشنهادی روش خوب عملکرد فوق مثال

می کنیم. بررسی را ثابت فاز

نوسانی انتگرال معادله .۲ .۳ مثال

ψ(x) = h(x) +

∫ b

a

f(x, y)ψ(x)eiwg(x,y)dy,

آن در که
g(x, y) = x۲/۲۰ + (y − ٫۳)۲,

h(x) = ۱ +
sin(۵x)
x۲ + ۱/۵

− e−۲x۲−۶[eiw(x۲/۲۰+۴۹/۱۰۰) − eiw(x۲/۲۰+۱۶۹/۱۰۰)],
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ثابت. نقطه بدون نوسانی انتگرال معادلات برای پیشنهادی روش :۱ شکل

و

f(x, y) =
−۱۲y + iw(۲y − ۳/۵)
۱ + sin(۵y)/(y۲ + ۱/۵)

e−۲x۳−۶y۲
.

بازه در y = τ = ٫۳ ثابت فاز نقطه یک نوسانی انتگرال که است بدیهی است. ψ(x) = ۱+ sin(۵x)
x۲+۱/۵ انتگرال معادله این دقیق جواب

چبیشف گره های و [−۱, ٫۳], [٫۳, ۱] می کنیم: تقسیم فرعی بازه دو به را هدف بازه ثابت، فاز نقطه موقعیت به توجه با دارد. [−۱, ۱]
زیرا شوند، محاسبه باید یک بار تنها مثال این در L۲ و L۱ ماتریس های که است بدیهی می دهیم. اختصاص آن ها از کدام هر به را لوباتو

است. شده داده نشان ۲ شکل. در پیشنهادی روش عملکرد است. ثابت فاز نقطه
با نیز حاضر روش نسبی خطای حال، عین در می رود. بین از N گره های تعداد افزایش با نسبی خطای که می شود مشاهده ۲ شکل. در

می رود. بین از فرکانس افزایش

N=10

N=20

N=30

N=40

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-7

-6

-5

-4

-3

-2

-1

0

(a) w=200, N=10,20,30,40.

Lo
g
10
(E
rr
or
)

w=100

w=200

w=300

w=400

w=500

w=600

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

-5.5

-5.0

-4.5

-4.0

-3.5

-3.0

(b) N=30, w=100,200,300,400,500,600.

Lo
g
10
(E
rr
or
)

ثابت. نقطه با نوسانی انتگرال معادلات برای پیشنهادی روش :۲ شکل

نتیجه گیری ۴

روش این شده است. ارائه نوسانی انتگرال های برای لوین یافته توسعه  روش یک توسعه براساس نوسانی انتگرال های برای حل روش یک
از ناشی نوسانی انتگرال معادلات سریع حل در مثبتی سهم می تواند امر این دارد. را سریع محاسباتی سرعت داشتن و بودن دقیق مزایای
این با شده اند. گرفته نظر در بعدی یک نوسانی انتگرال معادلات مقاله، این در باشد. داشته مرتبط زمینه های دیگر و پراکندگی مطالعه
بنابراین هستند، بعدی چند شکل های به عموما انتگرالی معادلات الکترومغناطیسی)، پراکندگی (مانند عملی فیزیکی مسائل در حال،

است. اهمیت حائز بعد چند به بعد یک از روش این گسترش
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